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не 简介 

本 书 是 数理 方程 Hilbert 空 间 方 法 的 下 册 ， 其 内 容 为 抽象 
椭圆 边 值 问题 的 变 分 原理 及 其 应 用 ， PERH INER 
方程 ; 对 Navier-Stokes 方 程 给 出 较 系 统 的 讨论 , 最 后 讨论 
了 这 些 方法 在 弹性 力学 、 电 磁场 、 磁 流体 动力 学 、 量 子 力学 等 
领域 中 的 应 用 、 

ЖЕРТ, 结构 紧 竣 ,定性 分 折 和 数值 分 析 亿 结合 
本 书 的 特点 。 它 可 作为 高 等 院 校 计算 数学 、 应 用 数学 、 计 算 物 
理 以 及 计算 力学 等 专业 研究 生 教材 ， 也 可 作为 有 关 专 业 高 年 级 
大 学 生 、 研 究 生 、 大 学 教师 和 科技 工作 者 教学 和 科研 的 参考 
书 。 
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any 


研究 生 教 材 总 序 


研究 生 救 育 是 为 国家 培养 高 层次 人 才 的 ， 它 是 我 国 高 等 教育 
的 最 高 层次。 研究 生 必 须 在 本 门 学 村 中 掌握 坚实 的 基础 理论 和 条 
统 的 专门 知识 ， 具 有 从 事 村 学 研究 或 担负 专门 技术 工作 的 能 力 。 
这 些 要 求 具体 体现 在 研究 生 的 学 位 课程 和 学 位 论文 中 。 

认真 建设 好 研究 生 学 位 课程 是 摘 好 研究 生 教 学 的 重要 环节 。 
为 此 ， 我 们 组 织 出 版 这 套 以 公共 课 和 一 批 新 型 学 位 课程 为 主 的 研 
究 生 救 材 ， 以 满 当前 研究 生 教 学 的 需要 。 这 矢 教 材 的 作者 都 是 多 
年 从 事 教 学 、 村 研 、 具 有 让 富 经 验 的 教师 。 

这 套 教 材 首 先 着 了 服 于 研究 生 坟 来 工作 和 高 技术 发 展 的 需要 ， 
充分 反映 国内 外 最 新 学 术 动 态 ， 使 研究 学 习 之 后 能 迅速 接近 当前 


科技 发 展 的 前 活 ， 以 过 应 4 四 化 ?建设 的 要 求 ! 其 次 ， 也 注 建 到 应 . 


有 的 基本 理论 和 基本 内 容 ， 以 保持 学 位 课程 内 容 的 相对 稳定 性 和 
系统 性 ， 并 具有 足够 的 深 广 度 。 

这 大 研究 生 救 村 虽然 从 提出 选 题 、 拟 定 大 网、 组织 编写 到 编 
辑 出 版 ， 都 经 过 了 认真 的 调查 论证 和 细致 的 工作 ， 但 毕竟 是 第 一 
次 出 版 这 样 高 层次 的 系列 教材 ， 水 平和 经 验 部 感 不 足 ， 献 点 和 错 
误 在 所 难免 。 希 望 通 过 反复 的 教学 实践 ， 广 泛 听 取 校 内 外 专家 学 
者 和 使 用 者 的 意见 ， 使 其 不 断 改 进 和 完善 。 


ші 


ЕТ 
数学 物理 方程 理论 是 数学 科学 中 最 为 活跃 的 分 支 之 一 , 它 不 
但 是 很 大 一 部 分 数学 内 容 的 基础 ,而 县 也 是 很 大 一 部 分 物理 内 容 
的 基础 , 它 有 助 于 人 们 对 物质 运动 规律 的 认识 。 自然 科 学 基本 规 
律 的 精确 数学 表达 武大 都 是 微分 方程 ,如 Newton 运动 方程 、 
Euler 方程 、Navier-Stokes 方程 、Lame-Navier 方程 、Maxwell 
HÆ, Boltzmann 方程 及 Schroedinger 方程 等 。 这 些 基 本 方程 
及 其 派生 出 来 的 方程 几乎 覆盖 了 一 切 科学 工程 领域 。 现 代 大 型 科 
学 工程 计算 的 主要 任务 ， 就 是 用 现代 大 型 计算 机 求解 这 些 方程 。 
数学 物理 方程 理论 发 遇 到 今天 ， 经 典 的 和 坝 代 的 互相 渗透 ， 
形成 内 容 十 分 丰富 的 分 支 。 当 前 的 任务 是 如 何 使 应 用 数学 、 计 算 
数学 、 物 理 和 力学 专业 的 研究 生 在 较 短 的 了 时间 内 ， 尽 快 地 了 解 如 
此 庞大 理论 体系 中 的 主要 结果 和 和 方法， 以 便 结合 数学 和 自然 科学 
的 各 个 分 支 ， 使 它们 互相 渗透 ， 有 所 创新 。 培 养 和 训练 研究 生 的 
这 种 能 力 ， 是 近代 科学 综合 发 展 趋势 的 要 求 ， 也 是 培养 新 一 代 科 
学 工作 者 必 不 可 少 的 环节 。 
从 一 个 庞大 的 理论 体系 中 选取 一 定 的 材料 ， 使 它 不 仅 要 包含 
原 体 系 的 主要 结果 和 方法 ， 还 要 自 成 体系 ， 满 足 作为 一 本 教材 的 
种 种 要 求 ， 这 不 能 不 说 是 一 件 非 常 困难 的 事情 。 自 1980 年 以 
来 ， 我 们 经 过 多 年 的 教学 探索 和 实践 ， 多 次 修改 ， 撰 写成 本 书 ， 
较 好 地 达到 了 这 一 要 求 。 | | 
本 书 分 两 部 分 。 第 一 部 分 (第 一 章 到 第 四 章 ) 是 广义 函数 和 
Соболев 空间 。 和 主要 阐述 广义 函数 和 Соболев 空间 的 性 质 ， 万 
其 是 一 些 有 重要 应 用 的 Соболев 空间 的 性 质 。 第 二 部 分 (第 五 章 
到 第 卡 章 ) 是 椭圆 边 值 问题 和 发 展 方程 的 Hilbert 空间 方法 ， 对 椭 
圆 型 方程 着 重 于 变 分 原理 和 正则 性 理论 ， 对 发 展 方程 ， 着 重 于 用 
| 1 


半 群 理论 来 讨论 它 的 适 定性 问题 ， 讨 论 物理 力学 中 经 典 的 方程 ， 
如 流体 力学 中 的 Navier-Stokes 方程 ， 弹 性 力学 中 的 
Navier-Lamé 方程 ， 电 磁场 中 Maxwell HAFF, І Т 59 
解 、 强 解 的 存在 唯一 ， 解 的 吸引 子 以 及 解 的 渐 近 行为 等 等 ， 其 中 
有 些 内 容 是 80 年 代 刚 刚 发 展 起 来 的 。. 

第 一 章 广义 函数 和 Fourier 变换 。 жаайт» 
Соболев 空间 的 证 函 基本 知识 。 这 样 做 为 的 是 使 学 生 从 本 科 泛 
函 分 析 课程 中 延续 过 来 ， 起 到 承上启下 的 作用 ， 使 学 生 在 一 进入 
本 课程 时 不 臻 于 太 吃 力 。 同 时 本 章 的 讨论 也 为 全 书 的 展开 打下 良 
好 的 基础 。 本 章 结构 紧 站 ， 各 节 的 定义 、 定 理 及 例子 环 吓 相 把， 
较 简捷 地 处 理子 教材 内 容 。 

第 二 170) 空间 本 章 内 容 虽 然 是 经 典 的 ， 但 它 是 
№ Соболев 空间 所 必需 的 。 本 章 既 介绍 了 LO 空间 的 主要 内 
容 ， 又 强调 了 一 些 常 用 的 基本 方法 ， 同 时 还 适当 地 略 去 了 那些 
5 Соболев 空间 关系 不 大 的 内 容 。 

第 三 章 整 数 阶 Co6ones SAHO). ЖНА T 
庞大 而 复杂 的 内 容 ， 如 内 播 性 质 、 延 拓 性 质 以 及 嵌入 性 质 等 ，- 
既 闪 明了 基本 方法 , 使 学 生 对 这 些 性 质 的 来 龙 去 脉 有 个 大 致 的 了 
解 , 同时 又 不 拘泥 于 琐碎 的 细节 ， 繁 简 适 当 。 

”第 四 章 实数 阶 Co6omrea 空间 和 迹 空间 。 推 广 了 整数 
Et Соболев 空间 的 性 质 ， 同 时 还 讨论 了 若干 向 量 值 Соболев 空 
间 ， 它 们 在 弹性 力学 、 流 体力 学 和 电磁 场 中 有 广泛 应 用 。 l 

第 五 章 抽象 的 椭圆 变 分 问题 。 本 章 对 线性 椭圆 变 分 问题 、 
混合 变 分 问题 、 三 线性 和 拟 线性 变 分 问题 等 ,讨论 了 解 的 存在 
性 、 选 代 方法 、 收 敛 性 以 及 正则 性 等 问题 。 对 它们 的 理论 根 
据 、 实 际 背 最 均 有 一 定 交代 , 并 对 内 容 作 了 合理 的 组 织 和 取 会 。 
， ”第 六 章 在 椭圆 边 值 问题 中 的 应 用 。 本 章 包括 在 от 阶 线性 椭 


圆 型 方程 和 拟 线性 椭圆 型 方程 中 的 应 用 。 为 了 更 好 地 理解 理论 

和 概念 , 给 出 了 一 些 例子 , 使 较 短 的 篇 幅 包含 了 较 多 的 内 容 。 
第 七 章 、 第 八 章 讨论 了 一 、 二 阶 发 展 方程 。 这 两 章 采 用 了 

从 抽象 到 具体 的 方法 ， 不 仅 讲 授 了 内 容 ， 而 且 展示 了 整个 抽象 


- 过 程 和 方法 ， 使 得 读者 很 自然 地 获得 较 完 整 的 概念 。 


第 五 章 到 第 八 章 是 研究 数学 物理 问题 的 基础 。 

第 九 章 对 定常 和 非 定常 的 Navier- Stokes 方程 解 的 存在 唯 
一 性 、 多 解 、 奇 异 点 集 、 分 歧 以 及 吸引 子 等 问题 的 近代 理论 及 研 
究 方 法 进行 了 系统 的 讨论 。 它 十 理论 流体 力学 和 非 线 性 偏 微分 方 
程 研 究 中 的 重要 进展 之 一 。 

第 十 章 应 用 前 面 提供 的 理论 工具 ， 系 统 地 讨论 了 弹性 力学 
中 Navier- Lame 方 程 、 电 磁场 中 Maxwell 方程 、 磁 流体 动力 学 
方程 等 相应 变 分 问题 的 适 定 性 问题 。 

为 了 内 容 上 的 自封 六， 我 们 不 得 不 以 附录 形式 ， 给 出 两 部 分 
AA, MRA REZAD PETHA. EEHEHE 
函 分 析 中 的 极 值 原理 、 位 势 型 算 子 和 单调 算 子 等 性 质 。 这 部 分 内 
容 ， 多 数 命题 、 定 理 都 有 严格 证 明 。 附 录 B， 紧 算 子 Schauder 
-Riesz 理论 ， 这 部 分 内 容 是 经 典 的 ,不 加 证 明 。 但 是 很 有 用 。 

这 里 我 们 应 该 特别 感谢 周 天 孝 、 黄 艾 香 两 位 教授 , 他们 仔细 
地 阅读 了 全 部 书稿 , 提出 了 非常 宝典 的 意见 。 我 们 还 要 感谢 将 潞 
教授 , 她 对 本 书 进行 了 认真 严肃 、 一 丝 不 苟 的 加 工 编辑 。 靖 稳 锋 
同志 应 用 自己 研制 的 科技 版 快速 排版 系统 完成 了 本 书 的 排版 工 
作 。 正 是 由 于 他 (她 ) 们 的 努力 , 本 书 才 能 够 以 今天 这 样 的 面貌 
同 读者 见面 。 

由 于 作者 水 平 有 限 ， 错 误 在 所 难免 ， 热 忧 欢迎 读者 提出 宝贵 
Ж, ШН! 
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”第 五 章 “椭圆 边 оини. 


人 
它 的 有 限 维 逼近 愉 及 它们 与 本 加 边 值 问题 的 关 源 ， o e 


$ 5.1 抽象 的 变 分 问题 ， 

设 U. VARA Hilbert 空间 , U”. VMD Un, убив 
HR, Ce, ea (6.0), 分 别 记 为 U. V 的 内 
B, C -y 分 别 忆 Ux U YY 
不 致 引起 混 请 处 ， 下 标号 或 Y 将 略 去 Д. ТЗП 


空间 U 和 V 之 范 数 . s: 
B, H, G 分 别 为 另外 两 个 Hilbert 空间 ， ”它们 可 以 作 ` 
为 Hilbert fE (О.Н), (У,С) 中 的 主 元 空间 , Вр. ` 
Uc = H' < U”, vc G= ev 
其 中 代入 是 稠密 和 连续 的 . 
1 双 线 性 形式 ` Е | г 4 
B(，,*) 称 为 UXV 一 RR 的 双 线性 形式 ， шй мие, | 
отэ В(и DEREN, wEV, и B(u, o) 也 是 线性 的 ， » HI aB, 
ER, u, EU, v, EV, i= 1,2. 那么 有 | | | | 
B(z u, tau, юр, + B,o,)= = В, В(и, 01) + a В,В(и а) 
+a B В(и, р.) + о, В, BU, о.) 
双 线 性 形式 B( ° , " ) 称 为 是 有 界 的 , 如 果 存在 M >0 使 得 


— |} 一 


 |B(u,)| М1, ° lvl, ueU,veV 
线性 算 子 的 有 界 性 和 连续 性 是 等 价 的 ， 所 以 В(. 。) 的 连 
续 性 等 价 于 BO , ) 的 有 界 性 . 
当 U = Vif, ТҮР ,。) 满 足 
В(и,о) = B(v,u) Yu, € U 
则 称 双 线性 形式 8(。,，) 是 对 称 的 . 
设 U x V 上 双 线 性 形式 8(，,， ) 是 连续 的 ， 那 么 存在 A 
e #(О,У”) 使 得 
B(u,o) = <Анш» ueU, pey (5.1.1) 
这 里 £ (U,V”) IBAA U 到 V' 的 一 切线 性 连续 算 子 所 组 成 的 空 
间 ， 并 赋 以 通常 的 算 子 范 数 RE Hilbert 空间 的 Riesz 定理 ， 
必 存 在 唯一 的 cx e V, 使 得 
В(и„) = Ань) = (auv), YueU, veV (5.1.2) 
并 且 «Ж U— V 的 连续 线性 算 子 ， 同 理 有 | 
Blu) = uA оу = (ua YueU, veV (5.1.3) 
其 中 A" e £(V,U), z € £(V,U) 分 别称 为 A fi z Jt T . 


考察 下 列 变 分 问题 ( 记 为 V.P.); EV 
(ҮР) 求 xeU， 使 得 Blu,v)= 《fv>， veV (5.1.4) 


以 及 它 的 共 斩 问题 ( 记 为 V .P 小 geU - 
(V .Pp .) 求 veV， 使 得 B(u,)= (ви), ueU (5.1.5) 
设 J E £(U',U), J, E€ (У,у) 分 别 为 Riesz 映照 ЖА, 


式 (5.1.4) 和 (5.1.5) 可 以 表示 为 
au) = 7,0) (5.1.6) 


z (o) = J (g) (5.1.7) 
变 分 问题 (7.P.) 和 -(”.P”,) 的 可 解 性 等 价 于 算 子 < 和 wx ”的 可 


逆 性 ， 通 常 称 U 为 试验 空间 ，V 为 检验 空间 . 
定义 5.1.1 ЖЕНУ B, ERRI, WEER 


E 
(1) 存在 正常 数 5 > 0, 使 得 
,inf sup |B(u,v)|>6>0 | (5.1.8) 
о”! WA 
(2) sup| B(u,o)| > 0 MEV, 0 (51.9) 
如 果 BO, O 是 定义 在 U x U 上 ， 且 存在 常数 4>0 使 得 
В(и,ш) > plul}, YueU (5.1.10) 
则 称 B(。,。 ) 是 UU 强制 的 . | 


WEBO, ) 定义 在 U x U 上 ， 且 存在 常数 4>0, д> 0 
使 得 
B(u,u) > pluh? — Айн ueU (5.1.11) 
ЖВ(+ + EU - H 强 制 的 . 
命题 5.1.1 ”车 双 线 性 形式 B(。,' ) 是 连续 的 ， 那 么 由 
A (5.1.2) 所 定义 的 算 子 a 也 是 连续 的 . 
证 ”由 下 列 不 等 式 可 立即 证 得 命题 
atly = ар 2 < Mhal wueU 
证 毕 . 
命题 5.1.2 有 8(.,…) 是 定义 在 U x U 上 的 双 线 性 形式 Яп 
果 65(。 ) ОАО, ДВО, ) 也 是 弱 强 制 的 . 
证 ”由 U 强 制 性 , 有 


sup |B(u,)| > e sup Ta | > ea > аы, 


Ilo <) 


从 而 式 (5.1.8) 成 立 .另外 ，YYosU 有 - 


sup|B(u,o)| > | B(o,0)| > нї >0 v#0 
ue U 


即 得 到 式 (5.1.9), IEH. 

2 变 分 问题 解 的 存在 唯一 

定理 5.1.1 (Lax- Milgram 定理 ) 设 8(，,，) 是 定义 在 
Ux U 上 的 双 线 性 形式 ЖЕН. 

(1) B(，,，) 是 连续 的 ; 

(2) B(，,，) 是 U 强 制 的 . 
А-у feU'， 变 分 问题 (V.P) 存在 唯一 和 解 w， 它 满足 

luly sa 171, (5.1.12) 


证 “由 强制 性 条 件 及 算 子 "和 wx 定义， 可 得 
ийи, S Blu,u) = (x(u),u) < Пои), 141, 

即 КОШЕГЕ (5.1.13) 
同 理 Пос" COL, > А1, 
这 说 明 ， 算 子 a、x” 均 有 下 界 ， 因 而 uw 一 a(u) иа (u) 是 
一 对 一 的 . | | 

为 了 证 明 оби) 也 是 U BLU HRR, ， 先 证 值 域 R(o) 是 U 
中 的 闲 子 空间 ， 实 际 上 ， 若 R(a) 中 有 一 收敛 点 列 ， 它 们 是 由 
{u 产生 的 ， 即 z(u) # U 中 收敛 . 设 极限 为 w, EU, RER 
NNE w, ERC). 由 式 (5.1.13) 可 以 推出 (u ,) Ж U 中 Cauchy 点 
列 ， 故 有 limu, =и,, Ва, Жоби) оби), Шу, 


1 一 四 


= «(и ), Ék w € R(a). 这 说 明 R(a) AE U 中 的 闭 子 空间 ， 
Ж, U = R(a)@ Аа). Ж А(а) 表示 А(а) Æ U 中 的 正 交 
ж, 但 是 | 

В(о) = {osU: (Go = 0, ueEU} 


= (060; B(u,v) = 0, yueU} 
E RO = (0), MYA w, #0, w ER)", B(u,w )= 0 
Мише, Жи= w , Д B(w w )=0 5 U 强制 性 条 件 相 矛盾 . 
因此 ， 我 们 证 明了 wu 一 a(u) 是 U 一 U 一 对 一 的 满 映 照 Ж 

据 Banach Ж, x(n) = ЈГ Н, ЖА 

йй, = lz, fl, = Wl 

代入 式 (5.1.13)， 就 可 以 得 到 式 (5.1.12). 证 毕 . 
定理 5.12 (广义 Lax- Milgram 定理 ) 设 В(-,.) 是 定义 
在 UxYy 上 的 双 线 性 形式 ， 并 且 (1) 8(。，,，) 是 连续 
的 (2) 8(。,，) 是 弱 强 制 的 . 那么 , SEV 36 АЈ (У.Р) 存 

在 唯一 解 u, 它 满足 


КИТА ОШ (5.1.14) 
E 设 4 为 与 8(. ,*) 相 联系 的 算 子 ， 由 (5.1.8) 得 
ueU аб), = sop EE > dhul, (дл) 
vy y 


这 说 明 , «有 下 界 ， 所 以 u> x(u) Ж U>V 的 一 对 一 的 映照 ,由 
于 B(. ,. ) 的 连续 性 以 及 x FER, ， 可 知 R(a) 是 V 中 闲 子 空 
ШШ (参看 定理 511 的 证 明 ). 故 V = R(a)@ Во). ТШ а, 
是 U 到 V 上 的 满 映照 ， 只 需 证 明 R(a) = {0} Ша. жт, 
RA v, ERC)", v, #0, MA 

(x(u) v ), =0 ueU 
或 Blu,v )„ = 0 МиєЄП, v, +0 
与 式 (5.1.9) 矛盾 ， 故 u—a(u) JE ОЗУ 上 的 一 对 一 的 满 映 照 ， 
根据 Banach ZA, FEBRY a ` 

u=a (J, f) 


一 一 一 一 一 -一 -一 一 ~ 一 


由 式 (5.1.15) 有 
la UD <ó Ay =ó ly 
即 luly <ó hy 
证 毕 . | 
3 Ritz 变 分 和 Galerkin 变 分 
当局 = 立时 ， 变 分 问题 V.P.) 称 为 Galerkin 变 分 问题 ， 
尤其 是 当 B(，,，) 是 对 称 的 时 ， 可 以 引 人 泛 前 J feU 


Jü) = 5 Bluu) — и) (5.1.16) 


Жен Е, ЈУВЕ. 
定理 5.1.3 В В(:,.) жоохон ЕЕ, ЖО 
强制 的 双 线 性 形式 . 那么 ， 由 式 (5.1.16) Pr E УНЕ В J 
E 
(D) J # U 上 处 处 Frechet 可 导 ， 它 的 导数 P'O) 满足 
<J’ (и),0) = Blup) — <f w? - (5.1.17) 
也 就 是 
(ы) = Аи — f ， (5.1.18) 
其 中 A 是 由 式 (5.1.1) 所 定义 的 . 
(2) J 在 U 上 是 严格 西 的 , 即 和 te[0,1] 

J(tu + (1 — ди) < Л) + (1 — DJ(u) MuveU, u 0 (5.1.19) 
(3) J) > Ди) + (J (и) р — и) YuveU (5.1.20) 
(4).J 在 U 上 弱 下 半 连 续 ( 见 附录 A), Ш {и YS U # U 

п ЫК и, A 
lminfJ(u_) 2 J(u) (5.1.21) 


(5) J # U 上 是 强制 的 ， 即 一 致 成 立 


i ee 


J(u) 
luly 

证 Мирей, HBC- , ° Rt, В 
В(и,и) — B(v,v) = B(u + vu — v) 


э +оо ll +o (5.1.22) 


故 JU- 0) =; Bu + ои) – ио) 
以 及 它 的 Gateaux 导 数 
СО)? = йш и + 1) — JUD) = Blu) — C) 
H T J'(u) EF u 是 连续 的 ， 根 据 熟 知 的 泛 函 分 析 定 理 ， 可 
知 J'(u) 等 于 Frechet 导数 . 所 以 式 (5.1.17) EM. 
另 一 方面 ， J(tv+(1-— tu) = ЕЈ) + (1 — дли) = 100 
— t)B(u—v,u— v). Я B( - ) 的 U 强 制 ， 就 可 以 得 到 


式 (5.1.19). 
利用 凸 性 式 (5.1.19) 有 
J@)—J(u) >£ {Ди + to- и) — Д(и)} 
令 [一 0， 就 可 得 到 式 (5.1.20). 
为 了 证 明 弱 下 半 连 续 , 注意 到 当 w EUSKA Fu 时， 有 


lim Cf yu, > = Cf,u >, lim B(u u, ) = В(и и) 


另外 
0<B(u —u su —u,) 
= В(и „и )— 2В(и ‚и )+ B(u и) 
从 而 В(и u )2 2B(u u )— В(и и) 
那么 有 


йт пи) > 3 Blu, н) — Си, = JG) 


这 就 是 式 (5.1.21). 
利用 8(。，,* ) 的 U 强 制 性 得 


Ли) > (5ш, = 1,2, 


这 就 不 难得 到 式 (5.1.22), 证 毕 . | 

ХЕ 51.4 ЖВ(-,-)&Е ХЕ Hilbert 空间 U 上 的 对 
称 、 连 续 双 线性 形式 LE UHK, WA Galerkin 变 分 问 
题 (V.P.) 等 价 于 Ritz 变 分 问题 . 

求 xEU, 使 得 J(u) = inf J(o) (5.1.23) 


ЗЕ 设 * 是 Ritz 变 分 问题 (5.1.23) 的 解 , 由 于 JeC' , Ж 
<J (u)v) = 0 `Zu€ U (5.1.24) 
(参看 附录 A)， 由 式 (5.1.17) ТИН, и 也 是 (V. P) 的 解 . 反 
之 ， 车 wu 是 (V.P.) 的 解 ， 那 么 由 式 (5.1.17) 推出 式 (5.1.24)， 再 
由 式 (5.1.20) 可 得 и 也 是 Ritz 变 分 问题 的 解 ШЕР. 
由 附录 A 可 以 看 到 ， 由 于 J 在 U 卡 弱 下 半 连 续 ， 并 卫 
是 U 强制 (有 增长 性 质 )， 那 么 极 小 值 问 题 (5.1.23) 至 少 存在 一 
个 解 .由 于 了 的 严格 凸 性 ， 这 个 解 也 是 唯一 的 . 这 与 Galerkin 变 
分 问题 解 的 存在 唯一 性 的 结果 是 一 致 的 . | 
4 AREEN 
WU, СО, V, < V 分 别 为 两 个 有 限 维 子 空间 ， 那 么 变 分 
问题 V.P) 的 有 限 维 通 近 (VV,.P, ,) Ж 
Ru eU, 使 得 
Blu w) = Lw, y Мо, У, (5.1.25) 
这 里 8(，,* ) 是 UxV 一 R 的 连续 双 线 性 形式 JEV. 


Жи, и, ЭЖ PIA P RR, WAE T.P.) 
т, o= EV o ЖЭ (5.125) 相 减 ， 得 
Bu-u,w,)=0 Моєу, (5.1.26) 
这 个 等 式 说 明 u 一 u, 在 B( ° ， “) 度量 下 正 交 于 V f Е 

A (5.1.25) 还 有 一 个 最 佳 逼近 和 性 质 . 设 U=V, U, =V, 
双 线性 形式 B(。,，。 ) 是 强制 和 对 称 的 ， жу, EV, 


1, B(w, ,wo u,) 
выса +u, 00-и, И =v) 
= Blu~ u u ~u) + Blu, — ypt — o) ‚ (5.1.27) 


这 里 利用 了 式 (5.1.26), FA (5.1.27) ЖЯ, ЕВ(,,-) 度量 
F, У, HEER 0, A u 的 距离 均 大 于 u, 到 的 距离 . 即 
B(u—u,u—u,)< Blu =v, u =v) 
Хр EV s 0, Фир. _ (5.1.28) 


EE 5.1.5 (Cèa 引 理 ) . 设 :8(。，,): +) 为 定义 在 Ux U 上 的 
连续 、 对 称 和 1U 强制 的 双 线 性 形式 ，U， < U 是 有 限 维 子 空 


йи, и, 分 别 为 (V.P.) 和 (V,,P,) 的 解 ， 那 么 存在 一 个 与 4， 


无 关 的 常数 c， 成 立 
и = и, ly Sc mf luco, l, I (5.1.29) 


E tw cU, 为 任 一 元 素 ， 利 用 式 (5.1.26) MBO, ) 的 
强制 性 及 对 称 性 条 件 ， 有 БО 
ии = u, hg S В(и— и,,и— и,„) = Вии ио) 
< Mlu—u,lu lu—o, ly 
因而 可 得 式 (5.1.29)， 这 里 c= Мп, Е. 


附注 ; 如 果 存 在 一 个 单 参数 有 限 维 空间 族 {U , }(h > 0) 
Cc U， 使 得 -YueU,“ 有 
lim inf Ju— v, ly = 0 (5.1.30) 


h—0 e, €U, 


那么 (V .P ,) 的 解 收敛 于 (У.Р.) 的 解 


ПЕЕЛЕ (5.1.30) 


ЖЮ 516 2 B(. ,- ) # U x V —R 的 双 线 性 连续 形 
式 ,U, S U, V, < V 分 别 为 有 限 维 子 空间 ,， EV. 如 果 


(1) inf sup |B(u,.)|2ó,>0 5 ERT (5.1.32) 
es | | 

(2) ѕир |В(и,,0,)|>0 Мо, #0 (5.1.33) 
w U, 


那么 (V,.P,.) 有 唯一 解 u, mE 
(3) BO, ) 是 弱 强 制 的 
那么 (FY.P.) 存 在 唯一 解 x，, НАЕЛ: 
lu-u, l < (+H) w, ly MweU, (51.34) 
h 
证 xe £(U,V)2B( + , ERMEER T 
В(и,р) = (ои), — WuEU, veV 


AT Ae £ (U,V ) 
В(и,у) = < Aup> , WuEU, veV 


设 J,e 二 (V',V) 为 Riesz 同 构 等 距 算 子 , 那么 
au =J Au мие (5.1.35) 
ЕЖ, RITA e £(U,.V.) 
В(и 0,)= (xiu 0), Ми EU,, v, €V, 


ФР, 为 V 到 V, 上 的 正 交 投影 算 子 ， 并 且 记 
О,=Р,ає&(О,У,) 
由 于 Р, ARR, Bu, o EV, 
(Оно), = (Р, ино), = (ам ,PD )y 
= (аир), = Blu, ,0,) 
因而 是 8， 在 U, 上 的 限制 , z. = Q|,- 
利用 Ricsz 表现 定理 о еу, 使 得 
(бә), = (fo, мъ ЄУ, 
由 于 uw, Ж (У, .Р,) В, 
Blu, ,0,) = (a up di)y = ео), 一 (bb hy. Vo, ev, 
即 m u, = b, 
WE, u 是 V.P.) 的 解 ， 有 
Bluw,) = (ки,Р „ь„)„ = (P auw, )y = (ор), `e, EV, 
因而 P su =v。， 从 而 wu =a, Peu. 8 w, EU, 为 任 一 元 素 ， 
那么 | | 
u—u,=u—w, а P, elu- w,) 
=(1— a, P,o(u ~ w,) 


这 里 用 到 了 a。 2 ,|，= 工 由 此 得 


lu—u le < ~ar P al lu— wl, 


< (+ ha How olal „н =w, lo 
`w, sU, | 
再 由 3(。,* ) 的 连续 性 可 推出 


111. оу SM 

而 根据 式 (5.1.32), Yw, EU，,, 有 

KACA] 
ipl, 

~ sp e 
76У, h V. 

. 故 la, | (У,®,) 

最 后 可 得 


lu-u, l «0+ 5)», Yw, EU, 
h А 


Ho, Cw) = sup 
геу 


TACAN 


г: 
<ò; 


ЕФ. 
BEZARI, ЛЕЯ ИШЕ ИО СЕ РГЕ T. 
间 U, ЖО 的 精度 . inf lx 一 w, ly ACE О, 的 最 短 距 


离 ， 这 个 数 取 决 于 有 限 维 插值 精度 . f f 
在 式 (5.1.34) +, б, 依赖 于 有 限 维 空间 U,， 如 果 


доз 有 一 到 均匀 下 界 ， 那 么 将 存在 一 个 常数 5,， 合 得 
A (5.1.34) 对 所 有 的 ,都 成 立 . 如 果 б, 一 04 一 0)， 那 么 逼近 解 
的 误差 可 能 无 法 控制 ， 

5 约束 极 小 化 和 不 等 变 分 

ik V 是 个 Hilbert 空间 ,KcV 是 一 个 非 空子 集 , В(+,-) 
是 V x уга 的 连续 双 线 性 形式 / Ж УЗЕ 的 连续 线性 泛 
T, EREE 

о) = y Во) — С? 

于是 我 们 可 以 构造 如 下 极 小 值 问题 


一 12 一 


求 xEKK， 使 得 J(u) = inf J(v) (5.1.36) 


下 面 的 结果 是 经 典 的 . 
定理 5.1.7 设 V 是 一 个 Hilbert 空 间 , 并且 
(0) 天 是 V 中 一 个 闲 凸 子 集 i 
(2) 双 线 性 形式 B8(。,，) 是 对 称 、 连 续 和 YV 强制 的 . 即 
B(u,v) = В(р,и) uveV 
FE M > 0, |B(u,o)| < МІШ lly u,veVv 
存在 4>0, Bluu) > ulul, YueV 
那么 式 (5.1.36) 存在 唯一 的 解 . 
证 由 (2)， 根 据 Lax- Milgram 定理 ， 下 列 变 分 问题 
求 veV, 8 В(ир) = 《fv》 osvV 
有 了 唯一 解 u , 于 是 能 量 江 函 可 以 表示 为 i 
Дь) = 3 В) 一 B(u „v) = ¿BG — ub — u) 一 L B(u „u ) 
WFE В(-, +) 作为 V 的 内 积 Bluu) A VESER, WMA 
极 小 化 问题 (5.1.36) 等 价 于 求 u 到 天 的 最 短 距 离 BRER u, 
到 天 上 的 投影 . BT K E V PGE, BERKER, ， 这 样 的 
投影 存在 且 唯一 ， 证 毕 . 
定理 518 ” 设 x 是 抽象 极 小 值 问题 (5.1.36) 的 一 个 解 5 
且 仅 当 它 满足 
(1) 如 果 天 是 实 闵 凸 集 ， 那 么 
u€ K, B(u, — u) 2 <f u— и? wE K (5.1.37) 
(2) RE, #n3 K Ë V 中 以 O ЮНА, ЛА 
uEK В(и,и) = fu) 
В(и,0) 2 </,0> veKk (5.1.38) 
(3) RE, mE KEV 中 的 闭 子 空间 ， 那 么 


TT ee 
pe parm ас ушл re е 


uEK В(и,0) = </,0? AoE 天 (5.1.39) 
证 ”由 定理 5.1.7 的 证 明 过 程 可 知 ， 极 小 值 问题 (5.1.36) 等 
价 于 求 u 在 天 上 的 投影 В и, u 可 以 表述 为 
иєК, В(и„—ир—и)<0 Мєк (5.1.40) 
这 表明 向 量 и, и 10 —и 的 夹 角 是 钝 角 ，(5.1.40) 也 可 以 写成 
B(u,o — u) 2 B(u 0 — и) = (f,u— и? 
这 就 证 明了 (5.1.37). 
如 果 天 是 V 中 顶点 在 О УЕ, RE oe K, .那么 wu 十 v 
也 属于 К, MAE (5.1.37) HH u +v 仍然 成 立 . 即 
Bluv) 2 《f/f.0> 
特别 地 В(и,и) >《f,u》. 另 一 方面 在 式 (5.1.37) 中 令 v=0， 则 
得 B(u,u) < </,иу, ВТЕ (5.1.38) 成 立 ， 有 反之 亦 然 . 
如 果 天 是 一 个 闭 子 空间 ,那么 (5.1.38) 对 v 和 一 v 均 成 
у, FES В(и, о) > (Jw) A В(и,0) < < /,0), VveKk. 
故 (5.1.39) 成 立 .反之 亦 然 .证 毕 . 
(5.1.37)— (5.1.39) 称 为 对 应 于 (5.1.36) 的 变 分 问题 . 
A (5.1.39) 为 Galerkin 变 分 问题 (5.1.37) 和 (5.1.38) 称 为 变 分 
不 等 式 问题 . 
利用 J 的 可 微 性 质 也 容易 证 明 式 (5.1.37) 一 (5.1.39). 事实 
上 ， 在 第 3 小 节 里 也 证 明了 式 (5.1.39)， 而 且 有 
(I'lu) o) = Blu) -<f> woev 
设 u 是 极 小 值 间 题 (5.1.36) 的 解 BAR v=utweK Ж 
任意 一 个 点 НҒ и + 9w,0e[0,1] 也 在 天 内 ， 故 
0< J(u + 0») – Ли) = Q'(u),w> + 111, (0) oe[0,1] 


这 里 lime(0) = 0, Mm < (и), иу 20, RRE (5.1.37). K Z 
式 (5.1.37) 成 立 ЯВА 


rr rr raawawanswawananaaqanqwanuqmaawawawaaspaaaasim| /Ñ+[ i —— -= 
Hetes ee 


OQ(u),w> = <P (u)v — uy 
= B(u,u— и) — (f.u— uy 20 Yvek 
另 一 方面 ие 
. J'(u)Xu,w)= B(v,w) Yo,weV 
与 4 无关 ， 由 Taylor 展 式 ， 对 于 任何 一 个 点 bp = u + we K 


7ш + w)— ш) = Сину + y BW) > |», 


这 说 明 w 是 (5.1.36) 的 解 (5.1.38) 也 可 以 用 类 似 的 方法 得 到 . 
$52 混合 问题 和 对 偶 原 理 


І 问题 描述 
一 类 相当 广泛 的 带 有 约束 的 变 分 问题 ， 可 以 归结 为 下 面 抽 
象 的 混合 变 分 问题 . 
W X ЖП M 是 两 个 Hilbert 空间 , | ° ` 1， 分 别 为 它们 
的 范 数 XM’ 分 别 为 X 和 M Ич ЫИ Ө 
т НОТИ өй» х хе тм M’ 的 
对 偶 积 ， 在 不 会 引起 混淆 情况 下 ， 略 去 下 标 . 
引入 两 个 连续 的 双 线 性 形式 
a(l, Xx XR, b(-,`)XxM->R 
定义 范 数 Yu,veX, u> 0, nz 0, 
а(и ш) _ bl(v,n) 
lal = зр „ү, OI Sui Ва 
考察 下 列 恋 分 问题 : YleX’,xeM’, ue M, u= 0, 
求 (x, 人 eX x M 使 得 
(0) a(u, + b(o2)= (oy, VvexX (5.2.1 
Би) = LX y YueM | (5.2.2) 


与 a(，,，), b(，,，。) 相应 的 线性 有 界 算 子 Ae (Х,Х/), Be 


£ (X,M”) 

Au, =a(ut) — NueX, иєХ 

<Во,и> == Б(ь,д) veEX, рем 
记 B8' 为 8 的 转 置 算 子 

<o, Bu) y = <Во,ш? = Бои) YoveX,ueM 
容易 验证 
lAl хх) = lal, 181 мо = lèl 

那么 问题 (C) 可 以 表示 为 算 子 方程 形式 


求 (xD)eX x м 
[t= 在 X' 内 
Bu=y EMA 


引进 另 一 线性 算 子 pe £ (X x MX’ x M’): 
Ф(р,и) = (Ар + В'р,Во) 


(5.2.3) 
(5.2.4) 


(5.2.5) 


(5.2.6) 


那么 问题 (0) 是 适 定 的 ， 当 且 仅 当 @ Z X x M я X x M” 上 的 


Бр. 


为 
lls = llsll2 + Mel? 
车 用 双 线 性 形式 B(' ,- )iyx E—R 
B((u,2),(u,u)) = alu,v) + b(v,A) + Ь(и,и) 
WAu,N), (o, EE 
A RREZ Flou): 一 RR 
F(o,u) = Cb + <> ADDEZ 
那么 问题 (CC) 可 以 表示 为 
(5) Жил)е> 使 得 


一 46 一 


设 乘积 空间 三 = X x M 的 对 偶 空间 为 2 = X x M”, Ж 


(5.2.7) 


(5.2.8) 


В((и,2), (0,8) = F(o,u) :Av, MEL (5.2.9) 
容易 验证 B(。,，。) 和 F(。,。) 都 是 连续 的 . 即 ‚ 
1В(ш, 4), < lalllul, ШИЕ + [ДҮ х ПАК, 
+ lul lal) ЕН 
< аха БЫА", (Со, р). 
(uN),(v HH) EE 
(0и) (НА, + Iia Ho (5.2.10) 
因此 ， 与 双 线 性 形式 в(.,.) 相对 应 的 线性 有 界 算 子 恰 是 
H (5.2.6) 所 定义 的 Ф, Hh 


<@(u,2),(p,)>, = В((и,л),(о,н)) (5.2.11) 
于 是 问题 LS) 等 价 于 下 列 算 子 方程 
Ф(и,4) = F EYA. (5.2.12) 


设 
V = Ker(B) = {veX,Bv = 0} = (sex, po = 0, reM} 
VOD = {vEX,Bv = у} = {vEX bop) = ул), мием} 
W = Ker(B” = {ueM,B'h = 0) = (дем, Һор) = 0, єх) 
再 引入 商 空间 
Z=M/W, Y=X/V (5.2.13) 
及 等 价 类 ' ' 
[0]= {о=М,и – ae W), [и]= {veX,u — veV} 
商 范 数 | 
А], = 141 v = inf TERAN 


Mull, = buly yy 


BFB, B' 均 为 连续 的 ， 所 以 V, W 均 为 闭 子 空 间 ， 且 
| X=V@ v", M=we w. 


= influ + ol 
vey 


这 里 V = (мех, (и), =0, YEV} 
W“ = (qeM,(g,),, = 0, new) 
由 此 ,YueX 存 在 一 个 eV, E 
lu! |x = influ- wl, (5.2.14) 
那么 , 商 范 数 
ally = luhy (5.2.15) 
还 有 YueX, u=u +u”, u EV, и ev! 


ші, = (би, + hat) 2 < lu 1, + Nuhi 


= Ju ly + luly sy (5.2.16) 

BE й, = и) и + 
е hy + llay (5.2.17) 

与 问题 (@) 相 联系 的 ， 可 以 构造 问题 (P) 
Kue V . 
уіне ш veV (5.2.18) 
或 表示 为 ”Yuw_ eV(X) 
Ru eV 使 得 

| alu s) = 0), -au Yoev 0219 


那么 =u tu ,就 是 问题 (P) 的 解 . 

显然 ， 问 题 (Q) 有 解 (u, А), 则 и 必 是 问题 (P) 的 解 ， 但 相 
肥 的 结论 要 在 一 定 条 件 下 才 成 立 . 

2 存在 性 

根据 广义 Lax- Milgram 定理 ， 问 题 (Q) 解 的 存在 唯一 的 
充分 条 件 是 双 线 性 形式 在 二 x 三 上 是 连续 的 和 弱 强 制 . ВЗ 


(0 „3р С 4), > > ó||(u,2) I, Ади Дех 

м ы. ~: ' i 

这 里 6 > 0 为 常数 . | : . 
(2) sup [BCl A) KoL] > 0. v, №» з 0,(s,u) ex 


ШЖ ale ТӘ, WA BC " ) 也 是 对 称 的 ， 
则 (2) 可 以 从 (1) 得 到 ， 因 而 如 果 有 
- Jalu v) + 200,4) + blu) 
(oje INOJ lol, + lal, | 
那么 就 可 以 对 问题 (9) 应 用 广义 Lax- Milsrant 定理 ， 问 题 (S) 
解 的 存在 性 就 可 以 得 到 证 明 . | 
定理 5.21 ” 设 双 线性 形式 a( ° , + ):X x X — R 是 连续 和 对 
称 的 ， 且 是 V 强制 的 
або) 2а Nv МУ = Ker(B) (5.2.21) 
而 双 线 性 形式 b(。,， ):X x X— R 是 连续 的 ， 并 且 满 足 Babuska 
- Brezzi ЖЕ ( 简称 BB 条 件 )， 即 存在 6 > 0, 使 得 
sup P > ДЇ, = аг Mt ly 5222). 


хм КОЙ 
那么 MIeX’, ує К(В), PIR (O) Æ X x Z 中 存在 唯一 解 (u,[4])， 
HEH с> 0 使 得 
al, + 1А, С, + zl.) (5.2.23) 
即 在 对 于 乘 子 /精确 到 可 加 Ker(50 中 任 一 个 元 素 的 意义 下 ， 是 
唯一 的 . 
证 BB 条 件 (5.2.22) 意味 着 算 子 B' 视 为 Z — X” 的 线性 连 
续 算 子 时 ， 是 下 有 界 的 | 


> бий, + Al) (5.2.20) 


ee si 
pe a 


18 = sup BOD > san, YieM (5220 


ех) 10, 
正如 在 定理 5.1.1. 中 所 证 明 的 ， 由 下 有 界 及 连续 性 可 以 推出 B 
的 值 域 R(B') 在 X 中 是 闭 的 .因而 算 子 有 的 值 域 R(B) < M' 也 
是 闭 的 ， 那 么 由 算 子 B ÆY=X/V>RB) cM 的 一 对 一 和 
满 的 连续 映照 ， 根 据 Banach 定理 ， 存 在 有 界 逆 p '， 因 而 存 
在 y>0，, 使 得 


ПО | 
lBul y up. ТИ 2 УШ) леа МиеХ (5.2.25) 
‚ АЖ, Ми AEX х Z, 注意 u, 的 定义 有 

[аби,о) + b(v,4) + Ь(и ш) С] 

D Ы > 
Jalu, w, )| 
> sp. io, l > аи 1, 

[а(и, о) + (0,4) + bu D) su |b(o,2)| 

amta Tol, + lal, > D, Del, 


> pilal, YaeMm 


sup [а(и„ь) + b(v,4) + b(u,)| > sup |b(u,u)| 
(оде, 10) lolly + iet M ueMN {0} А1 


> yllu]l, YueX 
上 面 三 式 相 加 ， 并 且 利 用 式 (5.2.16) 则 有 


bo lol, + hal > 3 (BIAN, +a lu ly 


+ yliau y> a(lul, +I) 


这 就 证 明了 双 线 性 形式 B(，,。) 满足 式 (5.2.20), 因而 是 弱 强 制 
的 ， 应 用 广义 Lax — Milgram 定理 ， 就 可 以 得 到 定理 的 结论 


er 
a sp PA EA re 


证 毕 . 

BB 条 件 (5.2.22) #9, HFR EZX 中 是 下 有 界 .为 
了 得 到 问题 (0) 在 X x M 中 有 了 唯一 解 ， 那 么 必须 加 强 不 等 
式 (52.22)， 使 得 B/ 在 M 一 X 中 是 下 有 界 .为 此 我 们 还 须 引入 
集合 V 之 极 集 z。， 它 的 定义 是 

V° ={qEX' q0), =0, vvev} 
引 理 5.2.1 下列 三 个 结论 是 等 价 的 
(1) 存在 一 个 常数 8 > 0 使 得 


inf SATIM > В (5.2.26) 
(2) 算 子 B' 是 M šJ V ° 上 的 同 构 ， 并 且 8 下 有 界 . 即 
|В”, 2 ВІА, HEM (5.2.27) 
з) HT B VT 到 M' EAR, HEB FER. W 
Іво! ,>Blol, - Yvev™ (5.2.28) 
Е AE) 和 (2) 是 等 价 的 . 由 式 (5.2.5), (2) 意味 着 


< B'u, > 


11, 


这 说 明 (5.2.26) 5 (5.2.27) 等 价 ， 因 而 (2) 可 以 推出 (1). 现在 来 

证 (1) 推出 (2). 由 于 B' 是 连续 的 ， 且 由 式 (5.2.26) 知 B 下 有 

界 ， 上 映照 是 一 对 一 的 和 值 域 R(B') 是 闭 的 ， 根 据 Banach 定 

理 ，B’ 在 R(B8) 上 有 有 界 逆 ， 即 B 是 M 到 R(B') 上 的 辣 构 . 

另 一 方面 ， 由 闭 值 域 定理 得 到 (参考 Yosida[29]) 
R(B^ = (KerB) ° = 


l B'ull = sup > plal, мием (5.2.29) 
sex 


v0 


故 由 (推出 (2). 
以 下 证 明 (2) 和 (3) 等 价 的 . 设 对 任 一 veX， 记 v 为 
在 V+ 上 的 投影 ， 那 么 -Y ge(V+)， 存 在 geX/， 使 得 


《8B,0> = 《go 》 veEX 
显然 , gey’ 且 易 验证 g 一 8 是 (V- эи ° 上 的 等 距 同 构 ， 
(УІ), ЕТУ". Еду ям 上 的 同 构 ， 并 设 
1B | 


l wv: ) ` <В ' 
шну вам (У^) = V° Ба, LA 
В) l, a SE 
故 (2) 和 (3) 等 价 .证 毕 . 
为 了 以 后 角 述 方便 ， 引 入 线性 连续 算 子 Пе (Х',У) 
«Пу = (fo MSEX’, veV 
显然 
II «1, 
定理 5.2.2 ”问题 (2) 是 适 定 的 ， 即 由 式 (5.2.6) 定义 的 二 
J X x M ях хм’ 上 的 同 构 ， 当 且 仅 当 
(1) 算 子 [4 是 从 V 到 V 上 的 同 构 ; 
(2) NEERA b,» ) 满足 inf- sup 条 件 (5. 2. 26). 
证 ”充分 性 由 引 理 5.2.1 及 式 (5.2.26)， 可 以 推出 存在 唯 
一 的 u,eV ”， 使 得 
Ви, =x, lu y SB 1х1, 
因而 问题 (P) 可 以 表示 为 
Ж w =u 一 u, EV 使 得 
{ow = (1,0) —a(u 0) wEV 
或 写成 算 子 形式 
ПА» = TI(— Аи) 
由 于 TI4 ж У 到 V EAR, HE (P) НЕ-А и =u +w 
eV(x)， 并 且 有 
— 2 — 


1», Sc IIIQ ~ Ан Hy Se 10 Au y 

Жн, <lu l. +c MI. +e, Mau lo < c,h, + gly) 
WF- Аиєу°, H385]EB 5.2.1 存在 唯一 的 1sM， 使 得 

' B'A=1— Аи : 
且 lala SB 10 Auli «с, (ПА, + lz.) 
因此 ， 问 题 (0) 有 唯一 解 (u, 2), B (1) — (u, 2) 是 从 XiX M’ 
到 X x M 上 的 连续 映照 ， 这 就 意味 着 @ RA X ' XM šJ X 
x M 上 的 同 构 . 

必要 性 Z Ob Z X x M 到 xx M’ 上 的 同 构 ; 光 证 inf 
-sup 条 件 (5.2.26) 7, Ж уєМ', (u,)) = Ó 00,4), Ш Bu 
=X， 所 以 К(В) = M'. 因而 B 是 从 V+ 到 M 的 连续 和 一 对 一 的 
满 映照 ， 也 就 是 VL 到 M 上 的 同 构 . 由 引 理 5.2.1， 条 
tt (5.2.26) 成 立 ， 

现在 来 证 TI4 УУ, 上 的 同 构 .事实 上 ， 设 weV 使 
得 4x=0， 则 4xeF .由 于 inf-sup 条 件 成 立 ， 从 引 
理 5.2.1 可 知 ，B’ 是 从 M 到 凡 ” 上 的 同 构 ， 因 而 存在 叭 一 的 2 
eM 使 得 B') = — Аи. 于 是 Ф(и,2) = {0,0)， 因 此 w=0. 这 就 证 明 
T WA Æ VEA V 的 一 对 一 的 映照 .还 要 证 TI4 也 是 满 映照 ， 
设 geV'， 至 少 存在 一 个 元 素 /eX 使 得 & = H, + (и,Л) 
=Ф “(10)， 显然 eV B. Au + B'A = 1. 
由 于 对 所 有 的 vey 有 

<ПВ' 5», = <В'А,0), = CABO? y = 
#пв2= 0, 所 以 
TlAu = ПГ = g 

Жі ПА БУЯУ, 上 的 连续 一 一 对 一 满 映 照 ， 因而 龙 V 到 V’ 
ЕА. E. | 


定理 5.23 ” 设 双 线性 形式 a(- e) 是 V 强制 的 . 即 存在 о, 
> 0， 使 得 式 (5.2.21) зу. ИП 
alv w) > А ДЯ wEV 
ЖА, А (о) 是 适 定 的 充分 必要 条 件 是 ， 双 线性 形 
式 b(，,，) 满足 inf-sup £f: (5.2.26). 
证 设 IeV’， 册 于 a(*，,*) 龙 V 强制 的 ， 应 用 Lax 
-Milgram 定理 ， 存 在 唯一 的 weV， 使 得 
а(и ш) = {Гру veEV 
或 等 价 地 TAu=1 
ЖЕ Г-и 的 上 映照 是 连续 的 ， 所 以 TTA4 RE V У АЈ. Ад 
H 5.2.2 就 可 以 推出 结论 .证 毕 . 

推论 5.21 设 双 线性 形式 al e,o JE V 强制 的 , 卫 三 重 结构 
(X.M.b( ` , 满足 inf-sup 条 件 (5.2.26). 那 么 问题 (0) 与 问题 (P) 
是 等 价 的 . 即 如 果 (u,) 是 问题 (QO) 的 解 ， 那么 и 也 龙 问题 (P) 的 解 . 
RZ, 如果 问题 (有 解 n€ 久 ,那么 必 存 在 唯一 的 4С M, 使 得 
(wD 是 问题 (0) 的 解 。 

证 1 (0,3) Ж (О) Е, ЖАН V(x) ЕХ, я 
知 4 必 是 问题 (P) 的 解 . 反之 ， 如 果 问 题 (P) # W u, 由 
Fale, JAVE, EE TA У] У Ар, ЕЛ 
由 定理 5.2.2 的 证 明 可 知 , /— AueV ”， 卫 出 引 理 5.2.1 知 ， 存 
在 唯一 的 4EM， 使 得 

B'À=1— Au 
故 (u,À) 问题 (Q) АЈА. EHE. 

条 件 (5.2.26) 式 表 明 (у) 是 非 空 的 .因此 条 件 (5.2.21) 有 
意义 .定理 5.2.3 328] ， 当 a(- ,…) 是 V 强制 时 ， 问 题 (Q) 2; 
有 唯一 解 ， 完 全 依赖 于 三 重 结构 (X,M,b(，,* )) 的 inf- sup 条 
tE (5.2.26)， 它 在 研究 这 类 变 分 问题 中 起 本 质 作用 . 


BB 条 件 (5.2.26) 成 立 ， 则 算 子 及 在 M 中 下 有 界 ， 即 
182 > Blxl, улем 

这 说 明 Ker(B”) = {0}. 这 保证 了 乘 子 4 的 唯一 性 ， 所 以 条 
fF (5.2.26) 保证 问题 (Q) Æ X x M 中 的 可 解 性 . 

3 ”鞍点 方法 和 对 偶 原理 

NAHEA B, +) 的 Galerkin 变 分 问题 在 适当 条 件 下 ， 
可 以 等 价 于 一 个 能 量 泛 函 的 极 小 化 问题 . 同样 问题 (P) 和 (Q) 也 
等 价 于 一 个 极 小 化 问题 .事实 上 ， 正 如 我 们 在 § 5.1 中 所 讨论 
的 ， 可 以 引入 二 次 省 国 


J: XƏR, ло) = абы) — Q, у" (5.2.30) 


它 表 示 与 问题 (P) M EK Z PJ EEA., ЫИ, +B sf PL 5| 
А Lagrange IZ £ (p,n): ` | 
& (ьи) = J(v) + bwu) — Xu МъєХ, HEM (5.2.31) 
它 表 示 与 问题 (2) 相 联系 的 泛 函 .由 式 ($.2.7) 得 
£ (ы) = у Вір), 0) — у ~ ш) 
以 下 研究 问题 ( 工 ) 
求 (u,A)eX x M, 使 得 
| £ (ии) S £ (u, A) S &(0,4) МъєХ,дєЄм (5.2.32) 
Д) М (ид) 称 为 Lagrange ZA £ MRA. 
定理 5.24 ZEM 5.22 中 条 件 (1) 和 (2) 成 立 ， 且 双 线 性 
形式 аб, +) ТХ БРЕДА). Е 
аи ъ) = а(о,и) Mu 68 X 
a(u,u) 20 Vu €x (5.2.33) 
那么 ， 问 题 (L) 有 唯一 解 (u,)eX x M， 它 也 是 问题 (Q) 的 解 . 
证 不 等 式 (5.2.32) 中 第 一 个 不 等 式 等 价 于 
Ь(и,и— 4) < xua WEM 


由 于 上 是 M 中 任 一 元 素 ， 这 就 意味 着 
ba)= «ну мием 
而 式 (5.2.32) 中 第 二 个 不 等 式 等 价 于 
£ (ид) = inf £ (0,4). 


ШТ ale, +) 是 对 称 的 ， 所 以 £ (u,2) 导数 | 
| D &(и,) * v = аби) + Бо) — (Lu? 
利用 (5.2.33)， 二 阶 导 数 满足 
p. & (u,2) . (0,0) = а(р,) 20 eX 
Цо & (0,4) ж, “E BJ B J НЫ SE ú 由 条 
I D (0,4) * v= 0 所 刻画 . 即 
а(и р) + b(s,1) = «> veX 

dnie, (и) Æ £ 的 蓉 点 ， 当 且 仅 当 它 也 是 问题 (8) 的 解 .证 
毕 . | | 

定理 5.2.5 ЖЕН 5.24 假设 下 ， 问 题 (C) А (ил) 是 
由 下 列 问 题 所 刻画 的 : 

min (sup LA) = #(и,А) = max (inf (0,0) (5.2.34) 


uEM ием vex 


这 里 min ,或 max 意味 着 可 以 取 到 极 值 . 
“证 如果 我 们 能 征明 Lagrange ZAHARA, SLA“ 
тіп (вир £ (p,u)) = max (nf £ (о,и)) (5.2.35) 


及 这 个 量 等 于 £C), MANA 5.2.4 及 问题 (Q) 的 唯一 
性 ， 就 可 以 得 到 本 定理 的 结论 . 
为 证 明 式 (5.2.35). 设 


000) = sup #06), o° (0) = пг (о) 
由 于 EOD Spe) Yrex, uM ` “` 


— 26 — 


从 而 有 @` (и) < info) Энем ` 
B A зир ` (и) < infole) (5.2.36) 


и Д £ [б д. 这 就 意味 着 
f об) < £ (u, D) <` (4) 

因而 有 
infy(v) < ou) < < г (z, À) < ? W< < supeo (и) 
利用 式 (5.2.36) 可 以 推出 | 
I infol) = £ (uj) = зиро ` 
从 而 得 式 (5.2.35). 

相反 地 ， 如 果 式 (5.2.35) Ж, Ti u 是 olo) 极 小 化 的 
解 , 4 是 p” 的 极 大 点 ; 那么 ，(5.2.35) 就 是 

Фи) =ф (0) . 
一 方面 ， 由 0 和 9 ”的 定义 可 以 推出 
9 (2) < £(u,2) S olu) 


所 以 > ф(и) = £(u,2) = o ° 0) 
КЇН (ид) £ ЙЕ UE tE. 
注意 到 


ою #nikoéy(O 
AP # ы) = (дь) жоє V(x) 
因而 有 | | 
inf sup #(р,и) = inf JC) 


USEX KEM 


由 于 blu, D= <x и», 所 以 A 6235) 第 s, 可 以 表示 为 | 
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Ҳи) = inf sup £ (0и) = inf J(v) 
veX нем 


кє) 


即 J(u) = inf Д) (5.2.37) 


юе (у) 
这 是 一 个 有 约束 的 极 小 化 问题 . 上 述 讨论 表明 ， 问 题 (P) 的 解 可 
以 用 有 约束 的 极 小 化 问题 (5.2.37) 的 解 来 刻画 ， 
以 下 设 双 线性 形式 ae(: ‚+ ) 是 X 强 制 的 ， 即 
або) 2 а, lol% Мех, a >0 (5.2.38) 
那么 м шєМ, ÆX ulu) 是 下 列 极 小 化 问题 的 解 
£ (ulu) e) = inf £ (0,и) 


在 证 明定 理 5.2.4 上 时， 业已 证 明 ， 这 个 级 小 化 问题 等 价 于 变 分 
问题 
alul, v) = <1,0) 一 Do WveEX (5.2.39) 
#fÜiFa( °, ) Æ X 强制 的 ， 所 以 式 (5.2.39) 有 唯一 解 a(W)EX. 因 
Ж (2) = и, Ж 
£ (и(4),4) = тах £ (u(0),n) 


注意 到 
£ (000,4) = абиб) (уд) — «ад + (иби) — Фу.) 
由 式 (5.2.39) 
E UDH) = — абиб) (Ш) — C) 


5 O код = ашм) + ©) 
那么 极 小 化 问题 (5.2.37) 的 对 偶 问 题 为 
k(2) = mink(u) (5.2.40) 


所 以 问题 (0) 的 解 中 变量 + 是 由 无 约束 极 小 化 问题 (5.2.40) 的 解 


re ee .EE aana i i es еы ret ee tee 


ЖШ. 

Lagrange 较 点 问题 可 以 化 为 两 个 极 小 化 问题 ， 一 个 是 有 约 
束 的 极 小 化 问题 ， 另 一 个 则 是 无 约束 极 小 化 问题 

4” 正 则 化 | 

我 们 力图 给 问题 (Q) 以 一 个 适当 的 扰动 ， 使 其 得 到 一 个 正 
则 问题 ， 它 在 实践 上 容易 求解 .为 此 ， 引 入 一 个 新 的 双 线性 形 
式 

с( ，) MXM>R 
它 的 范 数 
lel = cCA) 


SUP anem, аля TA] дї 
Ё 


ЖН с(+,+)Ж M 强制 ， 即 存在 ?> 0， 使 得 


сд) zu AneM (5.2.41) 
与 c(，,，) 对 应 的 算 子 Ce £(M.M) : 
(Cà = clu) AEM (5.2.42) 


ik e> 0 是 一 个 任意 小 的 正 数 ， 作 问题 (Q ): 
Ru JEX x M 使 得 
区 +b )= <) ЄХ (5.2.43) 
一 sc 二 ba 人 = 一 < 人 XU HeEM 
算 子 C 是 非 奇 异 的 ， 所 以 式 (5.2.43) 第 二 式 可 以 表示 为 
¿= C (Bu, — 2) (5.2.44) 
КА (5.2.43) 第 一 式 后 f 
Жи EX, 使 得 
| +£ '<С ”Bu „BoY = Lp +e KC Xx,Bv> 
pe X (5.2.45) 


1 


定理 5.2.6。” 设 三 重 结构 (XM, b,- 满足 BB 条 件 ， 双 
线性 e 是 M 强制 的 ， 而 双 线 性 a(，,…) 满足 : 存在 x> 0 使 得 
alow) + <C7' Bv, Bo) > alol} Мех (5.2.46) 
那么 问题 (Q) F (g )( Е S 1) # X x M ТЕНЕ (ил) 
和 (wu,,4,)， 并 且 存 在 8, > 0, Vese, 充分 小 ， 成 立 
lu, — ul, а 1А, = la «еШ, + iziu) — (5249) 
共 中 常数 仅仅 依赖 于 a, B, lal, dal 和 jell. 

Ж, ШТ Bo 二 0,， Xue V. 所 以 由 式 (5.2.46) 可 以 推 
Шабе, о) УЗДА. 由 定理 $.2.3 яп, МЕ (О) 有 唯一 
解 (wu,2)eX x М. 由 于 式 (5.2.28) 和 (5.2.41), Ж 

(C !вь,Вь) = С(С 'Bu,C ' Во) >С 'во ' 
> 18zl2 >y ploh} Мєу 
所 以 CC7'Bvo,Bo)>0 Моєх (5.2.48) 
令 a (uw): = а(и„ь) + н CC `Ви,Вьу 


则 ` a(uu)2 a lal: Мих 
因此 问题 (Р, ) 9-и, EXX， 由 (5.2.44) TAE A, ВА (и,,4,) 
便 是 问题 (Q ) 的 唯一 解 . 


为 了 证 明 式 (5.2.47)， 由 式 (5.2.1), (5.2.2) 和 (5.2.43) 可 得 
人 — uw) + Б(0,4, ~ 2) = 0. ЄХ 


= с(4,,й) + (и — и,и) = 0 vueM 
hX (5.2.49) 和 ВВ 条 件 ， 则 有 


(5.2.49) 


一 人 
BiA, = А1, < sup < аи, = ull, 
i сеххо} | ll, 


从 而 得 
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tl- чу ЯАНАА maaa n 


СААД, ЖМ еи (5250) 
ЭУ, Я1Е(5.249) 1 =u 一 4, н=л — 2, Ш 
| alu, —u,u 一 и) = 60042, 一 о-о, 一 44 一 4) 
< —20(4,4,— 4). 
a аванд, а-а і, 
利用 式 (5.249) 第 二 式 有 ві, -u= Ch, Г | 
С ‘Blu, = u) BU, -u= e «СА, д, у= ғ д, A) 
ge ш Ch шуы шыу 
5 (5.2.50) 联 立 ЖЯ GE Л AAI б Vna PIE 
¿C 'B(u, 一 u), Blu, =u)? 
< lel(8 Маи, = ий, + мы 
代入 (5.2.46)， = lu, = u dyo 有 
ад See (ll to +e ll 
当 完 分 小 时 ,可 以 推出 - 
lu, = ul, < ве АЙ, 
从 而 得 到 (5.2.47)， 证 毕 ， | | 
问题 (0 ,) 存在 唯一 解 ， 不 依赖 于 BB 条 件 ， 从 而 
一 gc(4,,/) 扮演 了 正则 化 的 角色 ， 所 以 ， 这 个 方法 也 称 为 正则 
化 方法 . О 
尤 共 令 人 感 兴趣 的 是 ， 当 a(…，) 和 ce(.、,，) 是 对 称 的 ， 
MaC, REIRA. ЗА Ritz 泛 函 ， 它 是 原 问 题 的 加 罚 泛 
函 
J 0) = Л) + <C ` '(Bo — у),Во— x) / 2& 


一 让 一 


eg et 


EEI, “e<l, а (ир) 是 和 强制 的 .从 而 问题 (P,) 等 价 
于 Ritz 变 分 问题 
| Ј (и) = infJ (o) 
这 个 极 小 化 问题 是 无 约束 问题 , 
运用 逐步 选 代 , 可 以 改善 定理 5.2.6 的 逼近 结果 . 实际 上 
设 4 Bg, (и 4 ) 为 下 列 问题 的 解 
a(u v) + b(v,4,)=0 veX 
{ми ыд =c(,_ |) “нем 


显然 ， 由 定理 5.2.3 知 式 (5.2.51) 有 唯一 解 . 
定理 527 设 5.2.6 ARIRE, MAN >l, <e, A 


(5.2.51) 


lu, =и = Eeu hy + 4 一 4 一 el, 
< Ke (ЇЙ, +ЇхЇ н) (5.2.52) 
ХР К, ERS №, plal ibl hel 有 关 的 常数 . 


N N N . 
证 Ки =u 一 ! 一 yeu, p = 4 一 /一 Zei BA 
i=} 


i=l 


N+] 


a(w 0) + blv,p.,) =0 ovEX 
| (5.2.53) 
— вс\р,н) + b(w и) = в | 


由 ($.2.53) 的 第 一 式 和 BB 条 件 ， 有 
lo la <8 allw 1, (5.2.54) 
在 (5,2.53) PR v= и, u= p 得 


cly м) ueEM 


alw w, ) = —вс(р „р )— P с(2„›0,„) 


N+1 
S<S— chp,) 


К+ -i 


从 而 aw „w ) Se В аА, ly wh. 
而 由 (5.2.53) 第 二 式 ， 则 有 
Bw = eC(p, 十 e” 4,) 
<C 7' Bw „Bw 》 = в°с(р, + “Ар, + a 1,) 
<2e lcldlo Кы ta MA 15) 
利用 (5.2.46) 有 


2' 2 2 N+1 
alw 12 <c elw 2 + су 


ТЕГА 


2N +2 


+с C A lx 
对 于 充分 小 的 <. ， 有 
и 1 «с, 

利用 式 (5.2.51) 和 定理 5.2.3 得 

hapla «с, M, < c (HU, + izli) 
综合 上 式 和 (5.2.54), (5.2.55)， 便 可 得 到 (5.2.52). 证 毕 . 
利用 正则 化 理论 ， 同 样 可 以 引入 增 广 Lagrange 泊 
ОЮ £ (ьи) ВЕЖЕ ВЛ: 


N+1 


la d (5.2.55) 


J.G) = ЈО) + С (Во x), Во z) /2 (5.2.56) 
£ (ьи) = J (и) + Би) — <и», (5.2.57) 
这 里 > 0 为 参数 , 显然 
J=) Маер) (5.2.58) 
A, u 仍然 是 下 列 有 约束 的 极 小 化 问题 的 解 
J (u)= inf J (o) (5.2.59) 


verig) 


定理 5.28 HEZE (XM, bC,- )) 满足 条 件 (5.2.26)， 


REER ales e) 和 c(，,*) 是 对 称 的 :， 分 别 是 X 强制 和 M 

强制 ， 并 且 | ч | 

а(о,0) + "С" 'Во,Вьу 20 хєх (5.2.60) 

则 问题 (Q) 的 解 (u,a) 也 是 增 广 Lagrange ZR £ МЕ 8. 
点 ， 也 是 下 列 问 题 的 解 。 | 

min (sup £ (p, m) = £ , 0 = maxGinf £ ‘Go ш) (52.61) 


Хх рем 


证 注意 О 

р, £ (00 аиа) — <ho) + rC (Ви — д), Во) + blo,)) 
р? £ (и, MP， s) = alv, ) +r<C Ву BoY 

类 似 定理 5.2.4, 5.2.5 的 证 明 , 可 以 得 到 本 定理 的 结论 ， ШОР... 


和 本 节 第 三 部 分 讨论 一 样 ， 有 
inf süp £ (o, Н) = inf (0) 


EX рем кеуш). . батыл 
所 以 (5.2.61) 第 一 个 等 式 等 价 于 G. 2. 60), ТЕ: 
№ (5.2.59) ZIR. _ | 


令 | ааа) аша)" "Bu Bo, 
N| a C, ) 是 V 强 制 的 ， КТИ 
а (о) >a, П. меҳ. (52.62) 
显然 极 小 化 问题 | Еи 
£ (и, (00 = nf £ од) 2 ‚ 5.2 63) 


有 唯一 解 u, (u)eX, т Ritz 变 分 与 Galerkin ТР, 
tE, u ‚%) 由 是 下 列 :Galerkin 变 分 问题 的 解 


a (u, a) = (Lay + БО,С ТЮ ш), WveX (52.64) 
ЖИ, u= и (и), AA Ъз Ө : МТ 


£: и, OXA) = max. & (и (и), 1) - б. 65) 


ва £, 00a RR KO 


| + бс x/2 A са 
令 К,0) = а, (и, (Ш),и‚(и)) /2 + Сну ` (5.2.66) 
,B= TK DEET HL2 
由 (5.2.65) 得 
KW= sa L (5.2.67) 
从 而 有 如 下 定理 


定理 5.2.9 在 定理 5.2.8 Балай @. 267) F. 向 是 (0) 
中 的 解 ?eM 也 是 无 约束 极 小 化 问题 (5.2.67) 的 解 
o Я, RIAM, 问题 (9) 的 解 力也 是 增 广 Lagrange 
泛 函 两 个 极 小 化 问题 (5.2.63) 和 (5.267) ВИЕ. Е 
5 ARMEE EEEE 
| 设 有 限 维 Hilbert 空间 X, cX, M, < М, 其中 是 一 个 与 
维 数 有 关 的 参数 那么 问题 (0) 之 这 近 问题 是 ， | 
Klu, A, EX, xM,» 使 得 - Sm Ana, Т 
(Q,)XaG(u,u,) + 20,4 a) = Sho, 2 No SM, 1 (52.68) 
е, „= СА ‚ нем, 
与 此 相应 的 算 子 有 U ШЕ 
A EER X) B. EE MB, CEM, X) 
<А u, p ax = alu 0) ub, ЄХ, | 
КАЛЛЫ = (ил) а, ех A EM, 
KON: ГУЛ =) ме, ex, хем, 
дра | 


AOA бт аео cgr CONROE E R Re но e e o ттт 


Ker(B,)= {v EX b0, u ,)=0, Vu SM.) 

Ker(B’,)= {4, EM ,Б(р,,д,) = 0, Mo, eX, ) 

Z,= M, / Ker(B’,) 
令 x, EM 使 得 

Cy B 2 = y > “u, EM 
因此 ， 问 题 (2 , ) 可 解 的 必要 条 件 是 x, ER(B,). 通常 Z, Ж 
E Z, S Z. 

定理 5.2.10 ” 设 连 续 的 双 线 性 形式 a(…,-):X， x X, 
>R, be,- ): X, x M, —R 分 别 满足 

(1) 存在 一 个 常数 wx, > 0, 使 得 


|а@, и, )| | 
>a lu lg, Хи, ЄКег(В,) (5.2.69) 
s, ЄКег(в “0 lo, P h h 
(2) 存在 常数 8，> 0, 使 得 
[eCv, H, )| 
— 2 , Хр, EM 5.2.70 
Sop, ру ао ЧЕМ, (5270) 
这 里 商 范 数 
lal, = inf Ju +u iu Su, eM, SM 
AA декеңв,) 


"ИЗ ЄА(В,); l eX,， 问 题 (@ ,) 存在 唯一 解 (wj )eX， 
x Z,， 近 似 的 Lagrange 7 Д, 在 精确 到 Ker(B' ) 的 任 一 可 加 
元 素 的 意义 下 是 唯一 的 . 

这 个 定理 是 无 限 维 相应 定理 的 结果 .在 有 限 维 空间 中 , 
К(В,),К(В’,) 都 是 闭 的 .因此 ,只 要 有 式 (5.2.69) 就 可 以 保证 问 
题 (0,) 有 解 . 然而 ， 如 果 没 有 离散 的 BB 条 件 (5.2.70)， 就 不 能 


保证 问题 (Q ,) PJ We l gk PrE (Q) 的 解 .问题 (Q ,) 的 解 依 赖 于 
参数 a , ,而 xc,,5, BRF Л. 

定理 $.2.11 HEM 5.2.10 和 5.2.1 的 假设 成 立 . 而且 (u,2) 
”和 (u ,为 ) 分 别 是 问题 (2) 和 (0,) 的 解 ， 其 中 XeZ， 4 EZ 分 
别 是 商 空间 中 的 等 价 类 ， 且 Zc Z. 那么 


lua—ul+l4— 4,1, Sot inf ио, ly 


s eX, 


+ inf |A- д, 1, (5.2.71) 


这 里 
s, =1+ max(|lal ,5IDmax{(B ' 十 x (1 + lalz; ') 
+ (В, + latg] XO + lalla; )) (5.2.72) 
证 ”根据 定理 4.1.6， 只 要 用 XxZ 代 替 UxYV， 就 可 以 得 
到 式 (5.2.71)， 共 中 0, 为 1+ ПАША, 1 的 上 界 ， 而 A 人, 人 ,为 
(AGO = В((и,8,(0,0), Wu,(v EL 
СА (usd DO Da, = В((и,,4,),0,.4,)) 
Хи ,,4,),.6,)ЕМ, 
ZEE =X, xM, lA| E Xx7Z-(XxZ) ATEK., 
IA,1 是 Xx Z, —(X x Z, 的 算 子 范 数 ， 所 以 
JAM < тах(1121,1210) 
设 (uA) =A, (Lx). 如 果 式 (5.2.70) RE, ЖА В’, 下 有 
R, B UFAR, $B, w, х, us =u, =w,’ M иЄ 
Ker(B,) : 
a(uy,b,) = КЕ; —a(w, 1") х ЄКег(В,) 


因此 И 
ш, о "ш, +a ГИШЕР 
o Mu hy ш, tw ly <=, Wl, 


Bo пары, 


类 似 地 ， 有 oo 
5 12 1, < ів, < Wl, аа. 
所 以 | 
la l, «Ч +t os Ball 
воа + lala; Dalla, 
从 而 | 


lu l, ПА, <@, (+ ПАВ Ө ЕСУШ, 
| + (1+ о ар, ав, Лар, 
WJ... J. PMA Riss FERRAT ， Шу =A ll. Ae 
=J lly 那么 
Wu, 4,01, «Г, lG LJ Ol, 


h?’ U h 
其 中 
r, = тах[а, (1 +8, ТШЕК В, "u +u "11008 +B, "la 
办 此 ТА, 1 SX, хт YX, XZ.) sr, 
证 毕 . | 


对 于 Ker(B0 = {0} 情 况 , 在 BB 条 件 (5.2.26) 成 立时 ， 有 限 维 通 
近 有 更 强 的 结果 

定理 5.2.12 EZ 

(1) P,O = fp EX bh) = zu Ун, ЄМ, } Ass 
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(0 存在 常数 w”> 0， 使 得 


ab >e [o| O AO ev (5.2.73) 
则 问题 0 : 
: Ku, EV OUE 
e ЖАШЛА 
‚К абирн„) = <р). Мо, ev, 
EREU EV (O, 并 且 存 在 常数 。，， ERAMT 
,jiall, lol, # | 
lu—u, 1, Sat inf ии, |, t mf HA- a,l м} (5.2.14) 
САТ И B SM, 
这 里 и 是 问题 (P) 的 解 . 
除了 了 上述 假 设 之 外 ;车 离 散 BB 条件 
Ь(о ,HA ) Е ， 
sup i т >B lu iyu мА, ЄМ, 65.2.75) 


成 立 . 那么， 存在 唯一 的 i, EM, 使 得 (u, 2) ER (o, ) 的 


唯一 解 .同时 ， 存 在 依赖 于 a ，B”， lal, 151 的 常数 c,， 使 得 
а= и 124, 1, < cÍ inf Пи b l, | 


s, eX, 


+ аг mly} O 62W 


证 ИЖИ, (у) 非 空 ， Wt u, EV D. 由 假设 (2)， 问 题 
Rz, EV ,使 得 
É" ,0,) = ©, > 一 cx， w) No eV， 


h? h 
有 了 唯一 解 z,. pu, =u +z, Mu, 是 问题 (Р) ВУЖ. 
tw, EV (0 为 任 一 元 素 ， v, =u, =w EV, M 
a(v ,0,) = = Clw, — а(и,,р,) (5.2.77) 


— 39 — 


由 于 v, eX,, 在 问题 (8) 中 取 o = v, 和 (5.2.77) 相 减 得 
alv, 0,)= а(и — w...) + 200,4) 
又 因 w eV,， 故 b(e n )= 0 Mu, eM,, АШ 
alv 0,) = а(и — э „,р„) + bU, A= H) Мён ЄМ, (5.2.78) 
AA al.) ЖУ, 强制 以 及 at， ,*) 和 pb(，,，) 的 连续 性 ， 有 


ШАЙ < a` T! (1а 一 waly + IDIA- pl) 
”所 以 
[и = u, liy <(1+ а". lalu- w, 1, ta T IN- n iy 


由 此 得 出 式 (5.2.74). 
对 问题 (Q ,) 和 Hilbert # X,, М,, ВМА 5.2.3 知 问 


E (Q) 存在 唯一 解 (40,4,) 
现在 , 先 证 明 
inf lu- w ажи" 1D inf lu 一 ol 


w e V, (2) 

实际 上 ， 设 weX ,为 任 一 元 素 h (5.2.75), В, 是 у 到 MI， 
”上 的 同 构 ， 又 因为 i 一 v0,eV，,， 所 以 存在 叭 一 的 zieV; ， 使 
得 B,z, = B(u—u,) R 


(5.2.79) 


x 


РЕГ lB. (u о), <` lbllu- ol, 
令 w =z, t0, 则 
b(w 并) = blu — од) ЖБО) = CE,’ Му SM, | 
К: w EV (2), mH. 


lu- w ly «ао, l, + 1,1, 


一 40 一 


«ожа ро, 
HF, 的 任意 性 ， 可 得 (52.79) 
从 间 题 (0) 和 (@ ,) 不 难 推出 
b(v A, — u )=a(u Wd t bv A a) Vu eX u cM, 
由 式 (5.2.75) 和 上 式 得 


là,- l S8? вир абиш, ор) +b A u} 1, 


<` Паши 1, + НАА, 
利用 三 角 不 等 式 , 则 有 


-1 
ПА, 1, 87 fallu- u, l, 


+(B` + Hol) inf ја, 1,3 (5.2.80) 


HR (5.2.74), (5.2.79) 和 (5.2.80) 可 得 到 式 (5.2.76). 证 毕 . 
由 上 述 定理 证 明 过 程 不 难得 到 ， 


lu ly <= lyt 6 (` + айий) 


la la «87 (Ul, + hele, ly) 

H FV, 不 一 定 是 Y 的 子 空间 , 0 al, BREVE 
制 ， 但 还 不 足以 保证 它 是 Y， 强制 . 同时 (5.2.73) 和 (5.2.75) 中 
的 常数 ”，B” 均 是 参数 的 函数 ， 因 此， 人 们 在 应 用 定 
理 5.2.12 时 ， 不 得 不 费 大 力气 米 判 别 定理 的 条 件 是 否 得 到 满足 . 
下 面 ， 首 先 给 出 一 个 离散 BB 条 件 的 判别 法 ， 

定理 5.2.13 МЕИ BB 条 件 成 立 . 那么 离散 BB 条 
件 (5.2.75) 中 的 常数 8” 不 依赖 于 h， 当 上 且 仅 当 存在 一 个 算 子 


П,є&(ХХ)й@ 


(1) b= TIT o, )=0, хи, €M VoeX  . (5.281) 
(2) IT ol < cholg, МЄ ` 251 (5.2.82) 
这 里 c 是 与 4 无 关 的 常数 . 


Ж 充分 性 设 存在 满足 式 (52.8 和 (5.2.82) 的 TT,， 则 
Nu eM, Ж ls, 
Бод) ЫПА) Ь(о,д,) 

Sop Til, “р moh sel el, 


‚Ш ) a э 
>с арр? > Вс l, l" 


从 而 式 (5.2.75) 成 立 ， 其 中 常数 pc -不 依赖 于 太 
”必要 性 (5275), B` 不 依赖 于 六 ce X, 
bou Жм, LERE, H (o, > м, йн 


式 (5.2.75) 表明 в, ЯТТ АТ, CEV, IM, 上 
HEARRE, KEET vvt eA 
bT ap = bn), Su, ëM, 
то S8 AB oly, <В” тыйы, 


这 里 用 到 | 
| IB olw, < Bol < Hetl, 


显然 ， п,є &(Х,Х,), па (5289. 证 


—42—. 


ЫШ б} зз. BARRARA 


ж х рт Hilbert (ёш, “hy, G ә, 分 别 为 其 范 数 和 内 


F.J E X—R fJ C? гй, Бех, ғ С, > 使 
得 _ : 
ре {vex д) C Y. 91% -{53]) 
这 里 ПЕН DR KE N ОЕ Е 
iz J # 厅 内 是 严格 西 的 即 存在 т> 06 0, ERED 


аре < D° Fw) «Пн нех “5.3.) 
显然 ， 在 这 样 假设 下 (参看 附录 A) BAA “… 
inf JC) па (5.3.3) 
ТЕН Е и, RRE AB 
DJ(u) = | Е (5.3.4) 
”定义 53.1 泛 函 J 在 X HOMIE aaie E 
t — (gradJ(o),w), = DI w) Мех _ (535) 


ЖИЛЕ glo) = вгайл(ь). XE <e, e >, EXX хен. 
“求解 极 小 值 闻 题 (5.3.3) DFES RH: TARDA u € D* 
(1) Ym 20, ku, 已 知 ЖЕКЕ ЛӘ и, ех, Жр. 
eR ， 使 得 | 
J(u, — p, w p= int, — рж, ) Vu, — рњ Сер (5.3.6) 


O O Rupp =н, Cp w ED ` (5.3.7) 
现在 ， 我 们 来 证 明 这 个 算法 的 收 但 性 ， Boya 


”定理 5.3.1 СХ АЛИДЕ, (5.3:1): 的 非 空 音 жшж. 


如 果 对 每 个 m > 0， 下 降 方 向 w eX 使 得 
(glu n) w p) > ylg(u hw, 1, (5.3.8) 

成 立 . 这 里 g 是 J 的 梯度 ，y 是 与 m 无关 的 常数 ， 则 出 
A (5.3.6) 和 (5.3.7) 构成 的 下 降 和 迭代 算法 中 所 得 到 的 序列 zx 
ТЕХ 中 收敛 于 (5.3.3) 的 唯一 解 u. 

证 (1) DEX LENTE. EXE, hF JE ре 
у, у, n ED* 有 

yo + (1 — 9)0,) < 030) + (1 0)70,) < C,,0e[0,1] 
由 于 р" #818), MA бо 十 (1 — Oo, e p* 

(2) D'= {ve Рф) < и АНЯ. FRE, h 
于 J 是 连续 的 ， 所 以 D EX 上 是 闭 的 .为 了 证 明 D’ 的 有 界 性 ， 
利用 Taylor 公式 

деда) DD Жиби, 

* ф—и„,р›— и) 

这 里 te(0,1)， 为 了 书写 方便 ， 记 g, = z(u ), ШЩ-Мьєр', D 
的 西 性 和 式 (5.3.2) 给 出 | 
(5.3.9) 


20) > Ju) lg, lylo- 510и, 
Hi J) < Ди), Ж 
и) ® и) в, Пои, 200и, ly 
即 [›—и„1, <š lz, p (5.3.10) 


故 D' 是 有 界 的 . 
.(3) JED AFAR. ERE, 出 式 (5. 3.9) 和 (5.3.10) 给 出 


一 和 一 


JO > Ju) -Žig (5.3.11) 


(Ф) 对 于 每 一 对 满足 (5.3.8) и, о, BEMER (5.3.6) 存 
在 唯一 解 p 之 0. 事实 上 ， 由 {u} 的 构造 知 u, 在 D* 的 内 部 ， 
而 映照 р (и, 一 pw ) 对 所 有 使 4 – ри, eD* 的 p 是 严格 凸 
的 .因此 J(u, 一 pw ) Е D* 内 有 唯一 极 小 值 ， 并 卫 这 个 极 小 什 
在 户 的 内 点 ,一 pw (p, > 0) 上 达到 ， 所 以 


эт, = pw)| = JG, —p,w.) =O 
或 DIu jw = („+з „у = 0 (5.3.12) 
这 个 式 子 说 明 ， 下 一 次 的 梯度 方向 与 上 一 次 的 下 降 方向 是 正 交 
的 .利用 Taylor 展 式 МёгЄ(0,1), (5.3.12) 可 以 表示 为 
0=XDJ(u 一 pm jw >= «Ри, jw > 

-p DG — tp w. w. н) 
也 就 是 

(gw. ) EP, D Ju. —tp w w w) (5.3.13) 
根据 六 的 凸 性 及 了 的 严格 西 (5.3.2) 和 (5.3.8), MI | 


t П 2 
?lg 1 lw 1 < 8р lw U, 


从 而 得 
p, > 018, 1 Z |w l, (5.3.14) 
(5) JG, ) 是 单调 下 降 的 和 {w,，} < DERE, (Hu 的 


构造 可 知 | 
J(u , )SJG — pw,) pelo,p,] 
因此 ， 存 在 某 个 :re(0,1)， 利 用 Taylor 公式 (5.3.2) 和 (5.3.8) 


则 有 | | 
КЕ Ju т) (8, К КА +1 20 2 р лы, н, Xw mY m) 


Ju, m+ 


«ди САТИ let воі N 


тр, 满足 (53.14) арх 
| о-в, І, ZW, l, | | 
(5.3.15) 


从 而 有 Iu p) J€u S > г: gh 
Ви) РЕЈ. O 0 
(6): ВРЕ 出 于 UG. уй РТИ MACE 
Жаш, ЖНА, (53.15) 41 ° Б 
lim lg, l, < lim(2B /у' (и) ш: D= 0 (5:3.16) 


"Ух анат. 另 一 方面 ， 存 在 гє (0,1) 使 得 


HH {g 
DJ(u mtp T DJ(u,)= D “и, + ѓи ш u.) 


利用 的 严格 上 性 (5.3. 2) | 
=u, l; < 《De 1,) 一 ри „и.а, 一 > 
= (8. T Enu mep 


<= lg,,, TEn l, 


РА _ u, l, 
这 就 证 明 (и) ЕХ 中 Cauchy ЕЭ, ВА. 又 因 р’ 
是 财 的 ， 所 以 存在 keD'， 使 得 在 X ilimu = u. hA (5.3.16) 


和 DJ 的 连续 性 ， 有 g(u)= DJ(u) = 0, RI 
Ди) = min J(o) 


aluna 
и) 


.me зове 


证 毕 . L 
2 简单 梯度 法 和 共 身 樟 度 法 . 
TE T Fei PEI TEAS ЖА ЫЕ PETERA ak НА. 
简单 磅 度 法 就 是 取 w = g, 作为 下 降 方 向 . 显然 ， 这 样 选取 的 
下 降 方向 ， 满 足 定理 5.3.1 的 条 件 (5.3.8), 因而 保证 了 重音 梯度 
法 的 局 部 收敛 性 . 

Polack 一 Ribiere у 9 e ik zk: 


w, = 5, 四 2, л! 

w, Z, to w _,т271 | | ` (5.3.17) 
(Е 8,18) i 

o som Omo mA т>1 | (5.3.18) 

" En- 1° Em- Dy. . 


定理 532 itu, ер; 六 是 (53.0 所 定义 的 ， ZA JE D 


内 是 C 的 且 满 足 (5.3.2). аи (5.3. 6), (5.3 3. 7) 
和 (5.3.17), (5.3.18) 在 广内 是 收敛 的 . I 

证 ХЕ, 我 们 只 须 证 明 由 式 3.17)- (53.18) 所 所 构造 
的 下 降 方向 w, 满足 收敛 性 定理 5.3.1 的 条 件 (5.3.8) RET. 

由 式 (5.3.12) 知 (g,,w,_,) = 0， 从 而 

En Wn) = EnEn to, w.) = 1, К 20 бэл») 
另 一 方面 由 式 (5.3.13) 可 得 сз Ө 
p, = lz. [И ири, — tp W w w.) (5.3.20) 
而 式 (5.3.18) 和 (5.3.20) 给 出 

_ (g, En- En) 


Ig, lx 


_ DJU „2= DJ(u, _|)&„?х 
lg l, | 
一 D Ju —t D AW, Sn 
Pp 
lg ,ll 
Du, Si Pp AW 0а) 


E р?Ј(и, 
利用 式 (5.3.2)， 则 
jon | Sw, ly /hw ly) 


Cp W Wn ) 


т—1 


Iw ly = lg, town l, S „а +Ë) 


ll lz ly > yig'a ly 
所 以 ， 利 用 式 (5.3.19) 
(а ою) = lg, 1 >— ls l lw, ly 


z+ 
这 就 是 (5.3.8), IEH. 
З ”在 鞍点 问题 中 的 应 用 
应 用 上 述 共 轿 梯 度 法 来 求解 极 小 值 问题 (5.2.67). АИ, Ж 
计算 天 (0 的 梯度 及 二 阶 导数 ， 由 式 (5.2.64) 得 
a (Du, ° с,0) = — (0,6) VveX (5.3.21) 
或 Du = А B'e£(M,X) (5.3.22) 
其 中 4,e£(X,X). u eX 
а (ир) = <А ир) veEX 
微分 式 (5.2.66) 得 


— 48 — 


DK (ис = <А Du ви (u)> + <,0) = Cx — Ви (р), 
从 而 有 
DK (u) = х – Ви (ESM (5.3.23) 
D'K. (u)= —BDu (u) = BA, ' B'e £(M,M’) (5.3.24) 
再 看 二 次 型 
р*К (и)(с,в)= {А В'с,В'с) = (А (А 'В'о),А B'o) 
=а(А Ba,4 B'o) 
故 由 式 (5.2.62), 则 
а ЛА B'oly S D'K (u)(s,o) < В IA Bcl 
另 一 方面 
ylB’ol,, < IA 'B'ol, <x 'ЇВ'сЇ,„ 
由 于 BB 条 件 (5.2.26) 和 引 理 5.2.1， 可 知 8 是 M 到 V ”上 上 的 
同 构 , 由 式 (5.2.27) 得 
Blal, < IB'ol < 10111, 
从 而 yBlol y < 14, Bel S= 11011, 
c leli < D° K ()(о,с) < c lol} oeM | (5.3.25) 
BI K (ü) fE M 上 是 严格 凸 的 . 
由 于 双 线 性 形式 сб, ) 是 对 称 正定 的 ， 取 c(.， ， ) 为 M 
ZAR, H| K (u) 的 梯度 g (u) 满足 
cg (0,o)=《DK (Do = (Cg (Шо) YoeM 
从 而 有 
g,() = C (x~ Ви (и) (5.3.26) 
鞍点 问题 之 下 降 革 是 : 


W 2 ;为 初始 点 ，{w,} 为 下 降 方 向 ， 
p, = ArgminK,(4, — pw.) 


A... =, - P W, 
и ал = и G 
注意 到 , о, 可 以 直接 计算 
р. =D, K (А Ww / DK G ww) 
GQ Bu 0 Joe》 | 

a (А В'ю „A, B'w,) 

如 果 令 z， = A Вов, =, Q), М (5.3.26) 有 
Cx— Bu (Ap) Wp? = ск „+? =c(g,w,) | 
а(А!В'» „А, \В'»)=а„(с„.А, Bw) 

= (B'w 2) = Cw Bz, БЕ, wa) 


т 


„А CC+rBC 一 Bt 


从 而 
ce, Wa) 
p, = b(z, Wz w) 
Us Аъ УВС ‘x ВА, + Bow) | 


=u, +, А, 'B'w БЕГЕ 
因而 下 降 法 可 以 表示 为 I 
(1) 选 初 值 ЄМ, 计算 x， 
Аш, =1+ Вс 2) | 
(2) Мт 2 0, AH w EM, (ua 2. )eXx ML, j 
Z (2 8 „)6Х x М,р SR, (и )eXxM 出 下列 方 程 决 


maA "mtl: 


— 0 — 


Св, =X— Ви, A,z „ = Вир. 


=, СА n) bG, wa) 
оў =й, -p mm u 


m+1 m+ 


简单 梯度 方法 取 w, =, Вт 
x M 已 知 ， MG... JEX X M B FPS Rae 


引用 


因而 


所 以 ， 


Cg =X— Ви A z. = B'g, 
p, =c(g, ,8,)/ b ,8,) | 


т+1 m+1 


> 0; 


=u, +tp,z, 


设 G, А, ‚ех 


(5.3.27) 


А4, DnBn u, =н, tp,z, 


JE Su ke F aE W| Hz 


c(g 
=g, tu WwW, c 一 


_ т 8.18) 


1 m cg Em), 


#Je 00 Jese ШЫГ 
D К» ) = 0, (гє) = 
c(g,,w ) = 0 

hE gm) 


а = — 
" c(g,- 8,21) | | 


Ë Тара gu Б ЛЕЛЕ ДЕ 

Хт > 0, (u, EX x мая, иад 
c(g, u) = «х,и? — blu н) нем 
In = c(g, £ m) E noma) 


w, £, to w 


m т-1 | 


m+1; 


a „(т „,®) = b(u,w ) YoeX | 


p, TE nEn) 8 ) 


бояу 1 
i> j 


如 下 次 定 : 


(5.3.28) 


А нат =4， 一 pa Wl 
最 后 ， 我 们 得 到 下 列 定理 | 

定理 533 ” 设 双 线性 形式 5(. , ) 满足 BB 条 件 (5.2.26), 
而 ea.('， ,。)，c(， ,，) 为 对 称 的 ， 且 分 别 是 X 强制 和 М 强制 的 
双 线 性 形式 ， 那 么 简单 梯度 算法 (5.3.27) 和 共 轿 梯度 算 
法 (5.3.28) 所 产生 序列 {Ам 收敛 于 问题 (Q) 的 解 Ou), È 
也 是 鞍点 问题 (L) 的 解 ， 而 且 


lim {lu = ul, + 5—5 1.) = 0 


+1 =u, + p,z, 


$54 三 线性 和 拟 线性 变 分 问题 


W V 是 一 个 Hilbert 空间 (°, e le I, 分 别 为 共 内 积 和 
范 数 ， 引 人 非 线性 形式 
ayJeEVXxXVXxYV 一 a(wib)ER 
nR- wEV, (uo) 一 alw;ust) 是 VxV 上 连续 的 双 线 性 形式 ， 
Mikale ie, e) 为 拟 双 线性 形式 .特别 Æ a(w;iu,o6) 是 拟 双 线 
EER, HLN wpeEV x V, M| w— aQw;ua,o) ЖЕ V — R 的 线性 
形式 ， 则 称 a(.:;:…,…) 是 VxVxV 一 及 的 三 线性 形式 . 
与 拟 双 线 性 或 三 线性 形式 a(。;，,，) 对 应 的 ， 可 以 引入 线 
RT, wEV, 
А(у)є &(У,У”), <A(w)u,o), = a(w;u,u), WuveV 
LE <... >, 是 VxY' 的 对 偶 积 . 
现在 ， 考 察 拟 双 线性 或 三 线性 变 分 问题 
Жиєу, 使 得 Wev, 有 
CO 人 (ac u,v) = 1,0) wEV 5-41) 
问题 (Р) 等 价 的 算 子 形式 为 


a Y 
pp dm et з Et ne 


А(и)и = 1 EVA (5.4.2) 

为 了 证 明 问 题 (Р) 解 的 存在 性 ， 这 里 引入 一 个 不 动 点 定 
В. | 

| ”不 动 点 定理 和 它 的 应 用 形式 

КШ, ， 我 们 不 加 还 明 引 用 Brouwer 不 动 点 定理 . 

定理 5.4.1 设 D 是 有 限 维 空间 中 一 个 非 空 、 山 的 紧 子 
E FEDD 内 的 连续 映照 .那么 , F 至 少 在 D 内 有 一 个 不 动 

应 用 定理 5.4.1， 可 以 得 到 下 面 有 用 的 解 的 存在 性 定理 . 

定理 5.4.2” 设 H 起 一 个 有 限 维 Hilbert Z0, (+,+), 
|, | 分 别 为 内 积 和 范 数 O Æ H>H 内 的 连续 映照 ПШ: 
存在 常数 4>0, 使 得 。 


OAD fH, |Д=н (5.4.3) 
则 存在 一 个 元 素 /EH, 使 得 
Df)=0, |Д<и (5.4.4) 
证 用 反 证 法 . 设 | 


Ф/)50, MES, 5 = (7, |J] < u,feH) 
W S — иФ(/) / |Ф(/)[ Ж SSS 的 连续 映照 ， 由 于 H 是 有 限 
维 的 5 是 非 空 和 西 的 紧 子 集 ， 所 以 由 定理 54.1501, FES 
ES， 使 得 
f=- oN, |Д=н 
H. 
N= – noN < 0 

这 与 式 (5.4.3) 了 矛盾 ,证 毕 . 

2 存在 性 和 唯一 性 定理 

定理 54.3 设 a('.;'…,:) 是 拟 双 线性 或 三 线性 形式 ій 
E 


(0 存在 常数 x > 0， 使 得 
i абор) 2 «тЇ ү xpEV (5.4.5) 
(2) V 是 可 分 和 НЕЁ, МоЄУ, В и—>а(и;и р) ЕУ rh 
序列 弱 连 续 的 BUFA u, 在 УРДЫК Т u, 则 
lim а(и ;u, ,0) = a(u;u w), wEV | = (54.6) 


т © 


那么 问题 (P) 至 少 有 一 个 解 ueV. 
证 ”由 于 VV 是 可 分 的 ， 故 存在 {w,}, ,1 EV 使 得 
(1) ёт > 1, www 是 线性 独立 的 ; ， 
о REAA Enw) Жути. 
记 V = span{w ww }. 考察 (P) ШОН [n] gl 
Ku EV, 使 得 
(P I 


„) а(и и 0) = лш» уру, (5.4.7) 


& u = 2, aw, 2 (Р) Ат 个 未 知 量 的 非 线性 代数 方程 
a Zumo V су ER 
(Ф (0),w,) = a(u;u,w ,) 一 «,м >, 1<is<m, k 2 s 
Bu 是 问题 (P,) 的 解 ， 当 且 仅 当 @ (и ) = 0， 为 此 ， 
从 (5.4.5) 可 以 推出 
(Ф, (0),о) 2 (alol, — IA yoly 
u= HI, MAEV p 101, =, 有 
(Ф (0),0) 20 
ШЖ, Ф 在 V， 中 是 连续 的 ，V,, 是 有 限 维 的 . 故 由 定理 5.4.2 
知 问题 (P，) 至 少 存在 一 个 解 u, єў, HB 


0= (Ф (u )u )> (айн l, — Ш, ly 
lu l sal з бав) 
从 而 得 知 {u,} 在 V 中 有 界 ， 故 可 选 出 一 个 序列 ， 不 妨 仍 记 
(и), ЕУ Йи ШКЕ Р и". 由 假设 (2)， 有 


lima(u н ,0) = а(и “wn ш), eV 


在 式 (5.4.7) 中 取 5 = w, 有 
alu и) = 4, }, Mizil 
由 于 w 之 线性 组 合 在 V 中 稠密 ， 故 有 
a(u ju” w) = <lo), wEV 
这 就 证 明了 w ”是 问题 (P) 的 解 .证 毕 . 
‚ 我 们 也 可 用 另 一 种 形式 来 表达 定理 5.4.3， 这 就 是 
ЖЕ 5.4.4 | V 是 一 个 可 分 的 Hilbert 空间 , (u,v) 一 al(u,0) 
是 Vx V—R 的 映照 ， 且 满足 
(1) 存在 常数 x > 0,alv,v) > allvls vev, 
(2) YueVww 一 alu,d) 是 V 上 的 线性 连续 泛 函 ; 
(3) YYveV,，u 一 a(u,v) 是 V 上 序列 弱 连 续 泛 函 ， 即 如 果 
Уи} u, ЕУ ФЕТ и, WA 


m? mə> 1” 
lim а(и ,0) = a(u,ə) WveEV 


那么 ，YIEV'， 至 少 存在 一 个 元 素 uEV 使 得 
aluo) = «оу wEV (5.4.9) 
下 面 我 们 给 出 存在 唯一 解 的 条 件 : | 
Ж #545 ШУ 是 一 个 可 分 的 Hilbert 空间 , Vwev, Ж 
线性 形式 alw; e, ) 是 VxV 的 一致 V 强制 , 即 存在 常数 


> 0， 使 得 озу 
o абез) > allot? YosV (5.4.10) 
另外 ， 算 子 w 一 A(w) | 
CA(w)u,v) = alw;u,v) Wu wvey 
在 V 中 局 部 Lipschitz 连续 , 即 存 在 一 个 连续 和 单调 增 函 
XL: R ,一 R,， 使 得 hk>0, D. = {vEV, lol, <}, R 
[абу |;и,ь) — аб», зи.) < Llal lol lw, — wy 
WuveV, wiw,eD, | (5.4.11) 
那么 , 在 条 件 | 
Hl LG Ma <l С (5442) 
下 ， 问 题 (P) 有 唯一 解 veV.， | 
E h (5.4. 10) 和 Гах 一 Milgram 定理 ， 算 子 A(w) 
e £ (V, VOHRA wEV ЖЮ, 并 且 T(w)= А '(w) 
Є # (VIVAR ` 
ПТО ww Sa i 2 (5413) 
如 此 ， 问 题 (P) = 可 以 表示 为 算 子 形式 
- ` u= То Ин 
现在 我 们 来 估计 ITO D- ТО,)1 оруу 006, AA (5.4.13) 有 
Т(у )— T(w,) = Tw, )XA(w,) — А0 )T(w,). 
170 )— TOw,)l 
但 是 


< 
(у) “ (УУ? 


а 2140,) A(w) (5.4.14) 


1400) = Аб») уу = Sup. ИШИП 


_ Јабир uw) aalw, s- wv) 
В 0 а Ы 
< Llw, — ж, 1, ж, ED, 
RAR (5.4.14), :得 мы сыы 
170) = То) < САИ 
му, т, Е 

从 而 , меу " , | уа. 

Ї(Тб» )— ТО» „ЭЙ, <o” аг “MA, ӘЙ „ӨЙ =, 1, 
若 令 п=« ÎN, 那么 | 


0») — Т» ЭШ, ‘< ?LOW he wh, 
利用 式 (5.4.13), wEV, 16V", 有 5 
ITW, < z ` Е 
Ж, и T(w)I р, р! ЖАШ, Вя (5.4.12) 


Ж, Т») 是 压缩 映照 
| KTW) Piw, Dily < iw, л, 
жашт ш, w 一 T(w)! ED, 内 有 唯一 动 点 
и= ТШ); > 
就 是 问题 (P) 的 唯一 解 , H. 
ful, = 102700), < 1А, 


rw 


证 毕 。 
-定理 5.4.5 告诉 我 们 如果 唯一 HERR, 4, 12) FIRE, 
那么 简单 选 代 НИНИ 
= Т(и„ y | 
= ‹, D Мову ñ . 


т? Н+ 


О а(и„; 


一 :37 一 


是 收敛 的 ， 只 要 初始 点 и,Єр,, ЖА lu 1, <А, Hu ЖУ 
中 强 收 敛 于 问题 (P) 的 解 u. 
3 HAQ). 
考察 Hilbert 空间 X，M 上 的 两 个 连续 双 线 性 形式 
(w,u 0) —a(w; u "VER, (о,н) >b(v é R | 
FEB, wex, (ио) =a(w; ша) 是 连续 的 双 线 性 形式 . 
考察 问题 (C): 


МєХ", Ж(и4)єХхм 使 得 
oj a(us u,o)-+ b(o;2) = “1р єх (5.4.15) 
b(u)=0 REM (5.4.16) 
引信 算 子 4(и)є #(Х,Х) Яп Be £ (X,M” 
<А(и)и,о? = a(w;u,u) Au, ЕХ (5.4.17) 
<Ви,и) = blu)  Nu€X, eM - (5.4.18) 
则 问题 (C) 的 算 子 形式 为 ， | 
R(u, AEX x MER f | 
А(и)и + В'А = 1 EYA . 22 (5419) 
Bu=0 在 M' 内 (5.4.20) 


it V = Кед) = (хех) = 0,YxeM}， 则 和 问题 (Q) 对 
应 的 问题 (Р) 是 
求 xeV 使 得 
(P) N и) = (u> veV 
ЖА Т Пе &(Х/,У”), (To) = (0) Noe V, 
则 (5.4.21) 的 算 子 形式 为 | 
ПА(и)ни=Ш ФУ . (5.422) 
显然 E(u) 是 问题 (Q) 的 解 M u 也 是 问题 (P) 的 解 . 反 
之 ， 车 4 是 问题 (P) 的 解 ， 那 么 是 否 可 以 找到 一 个 14， 使 
得 (ид) 也 是 问题 (Q) 的 解 ?回答 是 肯定 的 ， 
定理 5.4.6 ” 设 双 线性 形式 5(，,。) 满足 BB 条 件 (5.2.26). 


(5.4.21) 


y’ rr А aa a n a he 


那么 对 问题 (p) 的 每 一 个 解 x， 总 存在 唯一 的 1EM， 使 得 {4,) 
是 问题 (Q) 的 解 . 

证 (5.4.22) 9 TI — А(и)ш)Е У ° (V 之 极 集 ): 根据 引 
理 5.21, В, 是 从 M 到 V ”上 的 同 构 ， 所 以 存在 唯一 的 1EML 
使 得 В'А = 1 — А(ы)и, BH (Au 是 问题 (CO) 的 解 .证 毕 . 

和 问题 (Р) 一 样 ， 问 题 (Q) 也 可 以 用 下 列 简单 选 代 得 到 近 
WR, Wu eV， 那么 

(и A JEX x MER 


alu s u, 0) t b(o2 )= C0 Мех (5.4.23) 


m+! 


bun, D50 YipeM (424 . 


由 于 wu, EV 也 是 问题 (P) 中 的 选 代 解 ， #&lim lu — u, |, =0. 


由 式 (5.4.15) 和 (5.4.23)， 有 сш 
blv,4, — А) = абиш w) — аби, іи, л) YueX 

根据 BB 条 件 (5,226) 可 得 БОИ 

` |а(и; u,)—a(u з u, | 


О-ды <5 sup 


>0,m — со 
sex {о} . lol, 


这 里 利用 了 wu， 在 X АШКЕ u AR al; e, e) FIRK 


性 . 因此， 我们 有 
lim (llu — ull, + lA- åp 1, = 0 


т< 


$ 5.5“ 双 线性 形式 和 形式 算 子 


在 这 一 节 ， 将 讨论 与 双 线 性 形式 相 联 系 的 形式 算 子 的 结 
构 ， 这 在 将 本 章 所 展开 的 内 容 应 用 到 椭圆 边 值 问题 时 ， 是 非常 


—— ena man re элял > eect ise s 


定义 5.5.1 RHK, Hilbert 空间 U 有 迹 性 质 ， 如 果 
= (1): U 包括 在 一 个 更 大 的 Hilbert 空间 H H, HR H#I U 
ЖЕКЕ}; 
(2) UE H шш жп Н = -н' Tina, 满足 
FPR EA ` | 
UcH=H cU `` 
(3) 存在 一 个 线性 算 子 关 U 一 0U. 这 里 6U 是 男 一 个 Hilbert 
空间 ， 使 得 ?的 核 空间 U = Kerly) < U # H HAE, 同样 有 
UCH=HcU ` 
TETTES 8U 为 迹 空 间 
0, У 为 两 Hilbert 空间 , U”, ү 分别 为 U,V 之 拓 村 对 
偶 空 间 ,(.,'),，(，,，')， 分 别 为 UV 之 内 
B, Cedu CAUA UXU, VXV ZAER, Ж 
甩 U,V 都 具有 迹 性 质 ，y, y” 分 别 为 它 信之 迹 算 子 ，6U, дУ 
分 别 为 其 迹 空间 ，H,， G 分 别 为 其 主 元 空间 , 即 


`UcH=WcU `` ve G= G e= v: 
жузд 7 “узду | 
 KerQ)=U, < U И =v су 


UcCH=WcU, ycG=Gcy' 
- BRA U c H, V c G, U, S H, V, < G 均 是 连续 和 码 密 的 ， 
记 商 映照 9: 00/0, д: V 一 VAV。， 它 们 之 转 置 映 
RA g'e 20070, yY, U”), esw, y, ү), ЖФ y, 
， 引 入 两 个 内 对 ?9 я | l 


— 60 — 


+ чаран nap ee ——— — - 


Fe £(U О ,20), 9 e £(V Z V eV) 
并 且 映 照 是 到 上 的 , 显然 
' з=? 7 = 9 a 
迹 空 间 20, ду 的 范 数 分 别 定义 为 
Ola = Mozu "DN, = Ply yy 
即 用 商 范 数 来 定义 . 由 于 了 ,- 了 ”是 到 上 的 汉 射 ， 所 以 QU, ду 中 
任 一 元 素 都 可 以 有 如 /U,V AV 中 之 等 价 类 与 之 对 应 . 应 该 
注意 到 7, 5 2 й туе (00, (охо )/), 3 
Є 2 (0Ү'(У/ V )) ERRERA . 
考察 连续 的 双 线 性 形式 B(，,…): U x V—ƏR, JBZ Vu 
EU, ?一 1 () = Blum) ЖУ 上 线性 有 界 泛 函 .特别 ， 也 是 V, 上 


Бн ва 
定义 5.5.2 ИТА: 4є#(0У,) 


WueU, <Auw), = Blu) МоЄУ, 25.5.1) 
RAA BO, ZERAT. | ` 
KERTA € £(V,U” ) 

WveV, (4 ‘ои? = Blu) Мише, (5.5.2) 

定理 5.51 ik U,V 分 别 为 两 个 具有 迹 性 质 的 Hilbert 空 

间 ，8(，,，) 是 UxV 一 R 的 连续 双 线 性 形式 ，- 而 4 

e 于 (U,V')， А e £(V,U”) 分 别 为 B(，,* ) 所 对 应 的 形式 算 子 
KARYA T ， 其 定义 域 为 | . 

U,= {ueU,AueG}; V,. = {veV,4 ` sen) . (5.5.3) 

那么 ， 存 在 唯一 的 算 子 óe £ (U ду”), 5 e £(V - , 3U’) 


使 得 下 列 公 式 成 立 
Blup) = (Аи) + {би Vys VueU wEV (5.5.4) 
В(иш) = (и,А` u), + <ó o, yu) y u EU, beV (5.5.5) 
其 中 人。 da "> 分别 为 SU x 20, ду х ду’ 对偶 积 . 
令 伴随 双 线性 形式 U хү. >R: 
Г(и,о) = C6u,y 0) у 一 45° V,U) у. МЕО, VEK. (5.5.6) 
于 是 成 立 抽象 的 Green 公式 157 7 
(4° ои) 一 (4и), = F(u), YueU, 06У. 
证 Миє/,, 5812 ФУ ` 
Co 0) у = B(u,) — (4и) с, ee V (5.5.8) 
ВЖ (5.5.1) 9, 《9 ,v7y 三 0 Мине, vEV,， 故 存在 唯一 
的 /el(V /V,)， 使 得 
Coy = Са Oy = G 0), WveV 
另 一 方面 ,YY/,e(V /V,)， 存 在 唯一 的 6,e0V' 使 得 
Sg, >= Q "бид о) = би} q ` о ev 
Hp <Ф V; = Cóu,? ` 4 0) у Мъеу 
ЖН y = 797, ЖЕЖ би Ж u Е, ТЖ 
”有 -YueU.. : 


(5.5.7) 


Blu,v) — (Аи), = uy O) y vey 
这 就 是 式 (5.5.4), 为 了 证 明 式 (5.5.5)， 只 需 类 似 地 引入 泛 函 y 
使 得 Vvey ,. 


а) = Bluo) — (u,A ` v), YueU 
—62— | 


Ee eee .EE mer анча Pe кале; £1" 


类 似 地 有 5 p 以 及 ?= q, fü Q. и> = Có v gua TER 
„Э| (5.5.5). 由 (5.5.4) 和 (5.5.53)， 不 难得 到 (5.5.7). 证 毕 . 

如 果 B(。,，) 有 较 强 的 性 质 О ,相应 地 也 有 更 好 的 性 质 . 
比如 ， 当 BC, ) 是 UxU 上 的 记 强 制 时 ， 有 

定理 5.5.2 设 8(.。,*) 是 UxU 上 连续 双 线 有 形式， 并 且 
URAMA, MU, ÆU 中 稠密 ， 从 而 也 在 开 ' 中 稠密 ，“ 

证 kekk, REY weU, # 

(u,w), = O YueU, 

那么 w =0 就 可 以 了 . 

tJ, ЖОП Riesz ЖЕЙ, ， 故 (uw) y = G wuy 

另 一 方面 ， 由 广义 Lax-Milgram 定理 5.1.2 知 ， 存 在 唯一 
解 ， 满 足 

| BC) = Ju wh е0 
或 者 CA ,= wt MEU 
# A e= J. w, Jue U, 
0= (u,w), = <u,A “oy = (Ао) = (4и) 

因为 4 是 避 , 一 G 的 满 映照 ， 所 以 u= 0， 从 而 JJ и = 0， 
BB w = 0, 证 毕 . | 

由 三 重 结构 (U,V,B(- ,-))PET232B|U , V BAR 
子 4e£(U,,H)，4“ € £(U - ,G) 和 边界 形式 算 子 y 
e £ (U,3U), бє £(U ,,0У). ЖЖ} ?为 对 应 于 4 的 Dirichlet 边 
界 算 子 ，5 为 对 应 于 4 的 Neumann ФЯ Я 17; M? ° 
e £(V,aV) 和 5" e £ (V ,- ,9U)， 则 分 别称 为 对 应 于 4 
的 Dirichlet 边界 算 子 和 Neumann ARAT. 


1 设 QcR 中 的 具有 光滑 边界 的 有 界 集合 . 令 U=V 
= H'(Q), H = G= L (Q).a(x,y), b(x,y), e(x,y)eC (9). 面 双 线 
PEER AO, H (x B'ORE ` 
B(u ,0) = А (agradu - grade + bu v + cu „дахау 
那么 | 
ôU = ôV = H" (N), Ker(y) = Н (Q) 
由 Green 公式 


B(u,u) =Í v( — div(agradu) + bu + cu )dxdy 
Q 


ди 
+ | а=— 045 


所 以 形式 算 子 4 为 
Au= 一 div(agradu) + bu. +cu, 
如 果 取 U = {иен (0):AueL (Q) 


YueU ， би = a 2 
^ да |an 


类 似 地 ，YveU ,， 于 是 有 


B(u,v) = | u(— div(agradv) — 2 (bo) 一 ca)daxdy 
А дх ду 
| | до + , d 
+ aa (aus + buvn + cuen ) $ 
` | д д 
А v= — дім(аргайр) — — (tb) — — (ve) 
дх ду 


V- = (оен (Q):A ° veL’ (QY 
RE (an) 为 69 上 单位 外 法 线 向 量 ,相应 地 有 
一 64 — 


ук = и| > š ` v= Lo 十 (bn. + єп „ул, 
伴随 双 线 性 形式 | 
T (u,v) = flar” — au?? — (bn + сп )ut]ds 
дп дп х y 


则 相应 应 的 Green 公 式 为 
(A ` pu) — (Au,v) = Г(и, р) Мше, рє, 
@ 2 KA 如 例 1 所 述 ， 双 线 性 形式 :Ux V>R 为 
B(u, »=], gradu ° уахӣу | 
其 中 U=H'(Q), H =L (О); V = (НО), G = (L (Q. R 
-A= grad, A` = div, U, = H'(0), У,. = (' (Q): Wl. 


B(u,v) = f u(— divvy)dx + a (v ° n)uds ` 
n 


би = 0, yu = uj а> ó ` v= уп 


因而 jy v = уп 
其 Green 公式 为 
| (gradu ` v+ ийіун)ахау = $ „ u(y ds 
对 于 混合 ИЛЕ, 相应 的 算 子 为 
I" ee 区 (0V,0V) HEAT 
П, =1- пу, 1007 ә 6V 之 恒 等 映 照 


га’ 


Оа 65.559) 
#' #П узу =П у ,у =у +у, лад 


V, ‚ = Ker(y, )= (оєУзу, e= 0} 
TA, у, EV AARTEN: 且 有 


V ev EV (5.5.10) 
边界 空间 也 分 为 两 部 分 ЫП 
ду, =y; (V), ду, =7; (V), дУ = ду + ду, (5.5.11) 
类似 地 有 
П,є2(20,20) 投影 算 子 
H,=I-T,, I; 8U 一 8U 之 便 等 映照 
у = Пу, y, = П,у, y= y, 十?， 


U, = Ker(y,) = {ueU: уи = 0] (5.5.12) 
U SU, SU | 
д0, =y, (U), 20, =7,(U), 9U = 20, +20, 
利用 公式 (5.5.4) 和 (5.5.5), Wi 
B(u,o) = (Аи), + Cóuy; ОГА ‚ MueU , реу (5.5.13) 
Blu,o) = (и,А` b), + Coy, и? ‚ YueU,,, vEV (5.5.14) 
另外 , Мое , 有 


| <би,у` v? y = URIN y. Wy, + бип; y: oy, 
= õu TT; y` 0) a, = I; би, Daw, 
= 8,0; 0), (5.5.15) 


这 里 ó, = TI; '6, ó, 8 £ ,0V,) (5.5.16) 


综合 (5.5.13), (5.5.14) 和 (5.5.15) 诸 式 ， 则 有 抽象 的 Green 公 
(4 ои) = Au), — <ó UY л, САТА Ф av, 
шей (YU, per (YV, (5.5.17) 


例 3 弹性 力学 中 的 混合 问题 

W о 是 一 光滑 的 弹性 体 ,,，/ 是 作用 在 О 上 的 单位 质量 上 的 
体力 密度 до 为 99 之 光滑 边界 оп = до ()до,.доГ\до, = 
集 ，5 为 作用 在 20, 上 之 面 力 密度 ， 而 在 20, 上 服从 刚性 条 件 
u|a 二 0， 其 中 以 为 位 移 向 量 . 


| 在 外 力作 用 下 平衡 位 置 之 弹 性 体 
Qo ARDER, e 为 变形 张 量 


8, = L(V u, + У и) 
К V, V, 表示 一 阶 协 变 导 数 . 那么 根据 Hooke 定律 (线性 漳 
性 )， 有 | : | 


ij ijkl 


o SE ë, Е 
其 中 天 为 四 阶 弹性 系数 张 量 . 那么 平衡 方程 及 边界 条 件 为 
У о" +pf' = 0 | 


ГА 
і] і 


n =S #20, E 


—67— 


и = 0 在 30 Е 
RA Hooke 定律 后 ， 可 以 得 到 Navier — Lame 方程 
| “fv ЕУ, и)= рі | 


И ку 4 ИТ жга, 
и = 0 120, 
在 第 十 章 中 将 推导 它 的 变 分 形式 ， 


ее. wei sir Vee V 
其 中 О = {wweH (w baa, = 0} 
双 线 性 形式 和 线性 形式 и 
В(и ж) = ] FEV Н М, з, dx 


РО) = [а] Svds 


до, 


而 形式 算 子 i 
ди= {У КУ Dia 
y u = Дд =0 
ijkl 


би = Е Vaun, і= 1,23, 


对 于 各 向 同性 介质 ， ARREN, ТЕТ 
标 ijk! 具有 相应 的 对 称 性 . 


аве вааай 5 
对 于 算 子 和 Hilbert 空间 AUB ЕЗЙ на. A 
+ А 是 由 双 线性 形式 B(: ,* ) 产生 的 ， 与 之 相应 的 ， 可 以 有 下 


列 三 种 类 型 的 边 值 问 题 : 
(1) Dirichlet 问 题 
设 给 出 feG, geaU ` 
(487 =f . 


Жией,, WE 
Е уи = £ 


称 这 个 问题 为 算 子 4 的 Dirichlet 边 信和 问题 - 
| (2) Neumann 问 题 
设 给 出 /eG, реду”, 则 问题 
A = 
求 veU, 使 得 (UI 
би = g 
称 为 算 子 А 的 Neumann 边 值 问题 ， 
(3) 混合 问题 
设 给 出 feG，geE0U,，se6V’,， 则 问题 
人 一 f 


yu = g, ó,u = s 


(5.6.1) 


(5.6.2) 


Жиє0,, 使 得 


RART 4 的 混合 边 值 问题 . 
双 线 性 形式 BO, +) 可 以 用 来 描述 式 (5.6.1) 一 (5.6.3) 的 变 
分 问题 : 
(1) 算 子 4 的 Dirichlet ИГУ ГЕ 
给 出 feG, geE6U， 那 么 问题 
求 weU, = Кег(у), 使 得 
B(w,u) = (f). 一 BO ` ел, Хеу. (5.6.4) 


称 为 4 的 Dirichlet 变 分 问题 . 这 里 》 усій. 
(2) ЖТ А у Neumann 边 值 问题 的 变 分 氢 述 : 
给 出 feG, зєдУ”, 那么 问题 
Жиє0, 使 得 


(5.6.3) 


Blu) = (fs) + <з,у “vy у eV : (5.6.5) 
KART 4 的 Neumann 变 分 问题 . 
(3) AT 4 的 混合 边 值 问题 的 变 分 叙述 : 
给 出 feG, ғє00,, зєдү',, 


求 weU。 = Ker(y,) = КеП у), f# | 
B(w) = (7,0) ВО в) + CSV Dy, WveV,, (5.66) 
称 为 算 子 4 的 混合 变 分 问题 . 这 里 7- Жу ШАЙ, ШУ, 
= Kery; )= Ker(IT 7 ). 
EE 5.6.1 算 子 4 的 Dirichlet 边 值 问 题 (5.6.1) 
和 Dirichlet 变 分 问题 (5.6.4) 在 下 列 意义 下 是 等 价 的 ， 设 7” 
Ey RRR. mE u 是 式 (5.6.1) 的 解 ， 那 和 w=u 一 + gE 
问题 (5.6.4) 的 一 个 解 . RZ, mÈ w 是 (5.6.4) 的 一 个 解 ， 并 
Hu=w+ у geU,, ЯВА и В (5.6.1) 的 一 个 解 . 
Neumann 边 值 问题 (5.6.2) 在 下 列 意义 下 和 Neumann 变 分 


问题 (5.6.5) 等 价 HU (5.6.2) 的 任意 一 个 解 也 是 (5.6.5) 的 解 . 反 
之 ， 和 问题 (5.6.5) 的 任意 一 个 解 "， 如 果 ueU ,， 那 么 同样 也 是 
问题 (5.6.2) 的 一 个 解 ， О, | 

同样 地 ， 对 混合 边 值 问题 (5.6.3) 和 混合 变 分 问题 (5.6.6) 也 
有 类 似 的 结论 | 

Ш ”首先 我 们 研究 Dirichlet 边 值 问题 . 设 и Dirichlet 边 
值 问题 (5.6.1) HR, BWAw=u-y g BR yw = 0, Bl w 
eU,， 因 而 应 用 Green 公式 (5.5.4), €V , В(и,о) = B(w,v) 


+ B(y 8D) = (Аи), ИД, w 是 Diriehlet 变 分 问题 (5.6.4) 


的 解 .反之 设 w 是 (5.6.4) 的 解 ， 并 且 使 得 w+y”geU,， 那 
А, Qu=w Ly 'g, 有 Blu) = (У.о); VVoeV , EH Green 
公式 (5.5.5), # (Au — f.) = 0, YveV,， 从 出 Au = f. 9 
外 , yu=yw+y 'g=z, Ж и MEA (5.6.1). 

现在 考察 Neumann 边 值 问题 . 设 w 是 Neumann 变 分 问题 
WAR ие 在 式 (5.6.5) 中 令 veV,, 则 有 Blu) = (Г.о), 
Моє, Wm, #2KueU ， 则 可 以 应 用 Green: 公 式 (5.5.5), 
得 (4u,0) = (Ум). wEV, В Аи = _; 另 一 方面 ;由 (5.5.5) 
和 (5.6.5) ЖЖ (Аи о) = 《s 一 Bu,y v) p EnEV. h 
于 4u 一 了 在 G 中 几乎 处 处 为 零 ， 所 以 《3 一 Busy o) y 
=0, Моєу. 从 而 ди =з, BI и 是 Neumann 边 值 问题 (5.6.2) 的 


W. 反之， 如 果 u 是 Neumann 边 值 问题 (5.6:2) 的 解 WA, 
直接 应 用 式 (5.5.5), 有 B(u,o)= (Au,o), + <óu, 


уо) у = (Сй + 《sy 0) су» WEV. 对 了 混合 边 值 问题 ， 证 
明 类 似 .证 毕 . 

对 于 椭 同 型 偏 微 分 方程 边 值 问 题 , жанту (5.6. 
1), (5.6.2), (5.6.3) 的 解 通常 称 为 强 解 ,而 相应 的 变 分 问 
题 (5.6.4)、(5.6.5)、(5.6.6) 的 解 称 为 弱 解 , 当 弱 解 满 足 一 定 的 光 
滑 性 ， 就 是 强 解 . 关于 强 解 的 性 质 将 在 另 一 节 讨 论 . | 

为 了 讨论 抽象 边 值 问题 定 解 数据 g.s) 的 相 容 性 问题 ， 我 
们 需要 引用 泛 函 分 析 中 若干 熟知 的 结论 . 

W U, V 为 两 个 Banach 空间 , Ає £ (U, V), 那么 它 的 转 置 
ЯТ А'є (770) 为 | | 

_ <А” м5, = е,4и, МЕУ", ue U 6.6.7) 


一 71 一 


如 果 UV 又 是 Hilbert 空间 , Jj 是 U>U 的 Riesz AR ， 
„ МиеМ, uu, 2 = (ии) Yu, EU 
而 J 为 V 一 V Z Riesz ЇЙ, WA ` 


4 =J] АЛ, e£(V.U) ` (5.6.8) 
RAZ3MSET О O s 
`- (Auw), = (Apu); МоЄУ, uneU ~ (5.6.9) 
设 К(А) 2 4 之 值 域 ，R(4?，RC4 ` ) 为 4, 4 ”之 值 域 . 
N(4) = 4 之 核 空间 = {usU,4u = 0) = U (5.6.10) 
МА) = A ZZR = {geV A’g=0}cV (5.6.11) 


N(A) ={feU fu) =0 YueN(A)} EU (5.6.12) 

tN(A)= {vEV (gov =0 YYgeNC EV (5.6.13) 
{Жї [ДЖУ RA), RA) 之 正 交 补 

RC4) 上 = {geVilg,Au, =0, YueU}cV (5.6.14) 

rR(A)= {ueUlA'gu) =0 YeeV icU (5.6.15) 

XFU, VÄ Banachi, 那么 | 

引 理 4.6.1 

ма) “R(4) 分 别 是 V 和 U 中 之 闲 集 . 
证 ”只 须 证 明 1м) У 中 闲 集 就 够 了 . EKRE, | 
ма?) = Ге), вем) 6.616) 
这 里 N(g)= {veV,《g,v>、 =0}. 而 每 个 gEN(A) c V! 是 V 上 的 
线性 连续 证 函 ， 所 以 
№) = g “фо 

是 V 中 闭 集 ， 估 而 由 式 (5.6.16) 知 , TNA) ERE . ШЕЕ. 


定理 562 设 4ez(UV) 那 么 f 
I RAE SNAN =. (5617) 
证 ， 先 证 N(4) ERMA), Ф ENCA’), ЯВА Agu) y 
=0 ucU, ЈАТ <g,AuY, = 0, YusU， 故 geR(4)+， 从 而 
Ж NAJERA. ME, 4 веди)", Ж Ели), = 0, ми 
EU， 所 以 《4A’g,u), = 0, Vu € U. bk A g = 0, ЖШТ р 
ем(4/). Е. ИНН Е 
Ж 563 1% Ae £(U,V), К(4) ИЙ, ЖА 
RAJE ма). 6619) 
证 Anas, 对 于 Banach 空间 中 任 一 闲 集 M 有 
TG), ва) = L(R(A)L) = + NA 


ШР. . i 
` 定理 .5.6.3 就 是 Fredholm REE, 即 如 果 u RATH 
| ~ Ausf (уб. 19) 

ЖА feR(4), № (5.6.18) 有 fel N(A), Hl. E 
(fx =0 SENCA’ (5.6.20) 


KZ, # fev, BR fel N(A), ШЕ (5.6.20). 那么 
由 (5.6.18) %1. ERCA), 则 (5.6,19) 至 少 有 一 个 解 .所 以 (5.6.19) 
有 解 的 充分 必要 条 件 是 (5.6.20) 成 立 ， 即 (5.6.18) 成 立 . 

定理 5.6.4 CAREEM) WEA 是 U 一 V 的 下 有 界线 性 算 
+, 8р Е 
| КККК Мше 17 (8621) 


那么 4 有 违 续 逢 АС!: R(4) 一 U: 相反 ， MEARE. 


нн снес толо Наана ВОР ЬО ОНАН ае ат НИНАНЫ 7 


ЖАТ, 那么 4 必 有 下 界 . 
证 设 4 是 下 有 界 . 首 先 4 是 如 一 R4) 上 的 ， 并 有 卫 是 一 
对 一 的 满 映 照 .实际 上 ， 设 Au = Au, =2， 那 么 由 式 (5.6.21) 


Ж clu, ~u, ly SlAu, — Аи, = 0. и, =u, B(A, A 
在 R(4) ЖЖ ТРЕ, ， 我 们 还 要 证 明 ，4 “是 连续 的 Ж 
№, YAu=v 有 
Ма, = luly «ды, = ll, 
ARR. 
相反 ， Бл 有 连续 逆 ， 帮 存在 c > 0 使 得 
1 А Эй, <1 ШШЕ YoeRC 


Аи A o 则 得 到 式 (5.6.21), 证 毕 . 
定理 5.6.5 设 4eg(U,V) 是 一 对 一 映照 ( 单 射 )， 那 
A RA 是 闭 的 ， 当 且 仅 当 4 是 下 有 界 ， 即 成 立 式 (5.6.21). ` 


证 设 4 是 下 有 界 .由 定理 5.6.4 A, ATEREA. 
i {o } И) У, u, = A ,车 v, 一 eV 那么 


lu -u l, < Lhu, _ Au, I; 


= 10, – 0,1, mn + 90 


所 以 ，{u， } 也 是 U 中 Cauchy 序列 ， m и, 一 uEU， 由 于 4 的 
连续 性 ， 推 出 4w = о, #kuc R(A), BI R(4) 是 闭 的 
相反 ， 设 R(4) 是 闭 的 ， 因 而 R(A) 是 一 个 Banach 空间 ， 
ОШ Banach 定理 ， 知 存在 连续 逆 A С £ (R(4),U). 由 定理 5.6.4 
知 , 4 中 下 有 界 .证 毕 . 


一 一 


.定理 5.6.6” 设 Ae £ (U,V), R(4) 是 闭 的 ， 那 么 
R(A) = N(A)` 5 (5.622) 

证 eR), WA f= A“, ge V, ХЕ ue N(A), 

有 
«Риу = (A guy = <8,Аиу, =0 VueN(4) 

ема). АЛ RANE МА). 2 

如 果 feN(4)”， 对 任 一 veR(4) 和 每 一 个 使 v= Аи 成 立 
的 x,《f,u》, 具有 相同 的 值 ,实际 上 ， 若 xy и,, Аш, = Au, 
= 5. 那么 A(4 ,一 w,)=0， 所 以 《fu 一 x.) = 0. АЙ <f,u > 
=《f,u,》. 作 泛 函 了,: | 

f.@)= (УА uy YrveR(4) | 
这 里 ,4 是 4 之 右 道 . 由 上 述 讨论 知 ， 太 (o) 有 意义 ЕНЕ 
理 5.6.5， 对 每 个 veR(A), .存在 一 个 zx 使 得 иі, < ср, йә 
= Au, ЖА _ | . 
f,@)|= [о Аа, < Ifl; el, 
л ÆRA) 上 线性 有 界 泛 函 ， 由 Hahn - Banach 定理 ， 可 
以 将 f 延 拓 到 V 上 ， 记 为 请 ， 那 么 | 
Af uy = (F Au), = (Гм, 

BAF =f, AINA < RA) EH. 

定理 5.6.6 是 Fredholm 第 二 抉择 定理 ， 它 表明 ， 方 程 


AS= .| < (5.623) 
有 解 的 充分 必要 条 件 是 ах 
«иу =0 YueN(4) . (56.24) 
由 式 (5.6.8) 可 知 (5.6.23) 等 价 于 


A'v= {ер | 16.625) 
而 (5.6.24) 等 价 于 ии 
с С (мд, = 0 151 (8626) 
而 这 时 (5.6.20) 应 为 | 
(о) 0 veN(4 э ' (5.6.27) 
对 应 于 Dirichlet 问题 (5.6:1), Neumann 问题 (5:6-2), WU, 
V 为 Hilbert 空间 ， 定 义 核 空间 ' : w 
. МА у) = (u€ U ii Au = 0, yu = 0} : 
М№(А,5) = (u€U ,; Аи = 0, би = 01 
N(A y )= {vey,. ; 4 v=0, y v=0} . 
МА 5)={psFr .; А 0=0,бд v=0} 
以 及 它们 的 正 交 补 : <: 
МА) = {ueU; (цы), = 0, Ми  eN(A)) © 
N(A 5). = {ueU; (uu, ), =0, Ми, ема д) 
МА" у э} = беу, (рь), =0, Мо, ема’ л Э}. 
N(A `° ,5 7) = foevV; ор), =0, ема’ К 2. 
RCR (4 7) 分 别 为 4，4 ”之 值 域 ， 那 么 
R(A)1 = [oe V; (о), = 0, Мо, ERAJ 
R(A °) = (oc U; oo =0, Ww, ERAT). 
同 理 可 以 定义 N(4,71,6,)，N(4 ,yi ‚б, ). 那么 
定理 5.6.7 Dirichlet 问题 (5.6. 0 有 解 的 必要 条 件 是 ， 十 的 
定 解 数据 (/,g) АЕ ' 


а eee 


(Ло) — 6 ` ng) =0 MveN(4 y>) (5.6.28) 
Neumann 边 值 问题 (5.6.2) 有 解 的 必要 条 件 是 ， 它 的 定 解数 
j (7,5) 满足 

(fa), + (sy v=0 MYveN(A’,6°) (5.6.29) 

混合 边 值 问 题 .(5.6,3) 有 解 的 必要 条 件 是 ， 它 的 定 解数 
J (J,g1,5,) 满足 | 
(fn), + <з,у, Dai KT Dg, av, =0 


YoeNC4 `. б) (5.6.30) 
Ж ”如果 Dirichlet 问题 (5.6.1) 有 解 ， 运 用 Green 公 
. 式 (5.5.7)， 立 即 可 以 得 到 式 (5.6.28). 对 Nenmann 问题 ， 同 样 可 
以 证 明 式 (5.6.29). 对 于 混合 边 值 问题 (5.6.3)， 如 果 有 解 ， 应 
用 Green 公式 (5.5.17)， 就 可 以 得 到 式 (5.6.23). ШР. 
EE 5.6.8 Bueu, Æ Dirichlet 问题 (5.6.1) 的 解 ， 那 
Аи 是 (5.6.1) 的 唯一 解 ， 如 果 一 | 


(uw) =0 Маем) x (8630 
同样 (5.6.2), (5.6.3) AOAR u 是 唯一 的 只 要 u 满足 

(uw) =0 weN(4,6) (5.6.32) 
或 (uw), = 0 Уз» є N(A ,0,) (5.6.33) 


证 ”只 须 证 式 (5.6.31) 就 够 了 ， 对 式 (5.6.32), (5.6.33) 证 法 
Ж. 

Ў (ии), = 0, we (Ау). А ue (А). и, u, 9 

别 满足 式 (5.6.310)， 那 么 Au, = Аи, = [= А(и,— и„) = 0. и, 

—и,ЄМ(А,у). ik iS и, — и,є М(А,} ЖЖ. и =u, Е 


.定理 5.6.9 ШЖШ КА) < V x 0U аЙ, ЖА 
式 (5.6.28) 也 是 (5.6.0) 有 解 的 充分 条 件 . 同样 ШЖ R(4 ,6) 
сухду%К(А,у б,)<=ухдО хду, 分 别 是 闭 的 . 
则 (5.6.29),(5.6.30) 也 是 (5.6.2) 和 (5.6.3) 有 解 的 充分 条 件 . 
证 ”利用 定理 5.6.3 容易 得 证 ， 
B| 5.6.2 WA 是 由 三 重 结构 CU,V,B(  , ` ) 所 确定 的 算 
F, B(.,.) 是 UxV-R 能 强制 的 连续 算 子 ， 那 么 4 是 下 有 
界 , RC4) 5, В.А(4) = (0). 
证 由 3(， , ) 的 连续 性 , 易 知 4 RERE Muet, 
|B(u,v)| 


laul, = sup ivi, 


<M luly (= 0) 


同样 Н (5.1.8), 成 立 


lAul, = sup lul |B v) 
blys! 


211, 
> llul, inf sup |В(»р)| > õlul y 


wi i 


所 以 ， A 是 下 有 界 .由 定理 5.6.5， RA) ан, 
кд) = {0} 是 (5.1.9) 的 直接 推论 REE, Fv eR 


(4), 则 


(Auw ), = O YueU | (5.6.34) 
然而 (5.1.9) 给 出 
sup|B(u,o )|= sup |(Au,0,), | >0 


киб ия ® 


这 与 (5.6.34) FA IE. 
“利用 Riesz 映照 和 定理 5.6.3， 则 
М(А = (NG УЗУ" = R(A) = {0} 


因而 算 子 方程 4u = f 有 解 的 充 要 条 件 (f,w), =0 Унем") 
得 到 满足 ， 这 就 是 定理 5.1.2. 
“ 例 1 考察 Laplace 算 子 -A 的 Neumann WAAR, x f 


eL (Q), SeH AN, HJ 
—Au= f Mxen c R° ` 
ди = $ | OM хед 
on 


ЖАЗ, N (A ` ,6”) 中 的 元 素 是 下 列 齐 次 问题 的 解 : 


求 veH (Q)， 使 得 
с — Ао = "0 xen 


до = 0) X xe Q 
дп | 


显然 ，ve N(A, ©) WB iH o= Ж, о, 
ЛІ Neumann 问题 有 解 的 充 要 条 件 是 
| /4хау 十 f Sds = 0, 
而 解 是 唯一 的 ,只 要 | udxdy = 0 
例 2 ”考察 弹性 梁 的 平衡 问题 
平衡 方程 ве = f(x) 


x 


边 值 条 件 一 Elu'(a)= т, —Elu"(L)= m, 
Elu”(o)= p, Elu”“(L)= p; 
ҖЕ u ЭМИНИН, ET 为 梁 之 刚度 ,f RIMER, m, т, ЖЖ 
АЕ ЕНЕ, po р, 是 端点 上 的 剪 切 力 .为 求 出 相 容 性 条 件 ， 


一 ?9 一 


利用 分 部 积分 ， 有 


L 4° ГА 4 
p w + , sb | 
f w— dx = | v dx + [Uw — vw + vw” о 


o dx.: ` o dx“ 


PERE 


4 
І ы = 0, 07(0) = 0, ь(1)=0, 07 (0) = 0, u”(L)= 0 


ах 


Жу u= +e x RE c, e, 为 任意 常数 , 故 相 容 性 条 件 是 
| (с, +c x)fdx 一 сүт, – (с, +c D), tem +e р, =0 


由 于 N(A ” ,5 7) ЕСИН, R [c = 1, с = 0} A fe, = 0,с, 
= 1} 两 组 ， 从 而 


| fdax=p,—p,, | xfax= tp tm, т, 
这 组 方程 正 是 梁 的 力 和 力矩 的 平衡 条 件 . 
М(А,бу= {u(x)= В, +B x), B, В 为 任意 常数 ， 它 表 
示 刚 体 运动 ШИЕ {УЕ АШИ, ， 为 了 消除 这 个 刚体 运动 $ 
[ кв, + В: х)ийх = 0. š 


L aL f 
即 | udx = 0, | хийх = 0 


则 满足 这 些 条 件 的 解 是 唯一 的 ， 即 消除 刚体 运动 后 ， 解 是 唯一 
的 . | 
例 3 ”考察 三 维 弹性 力学 方程 组 自然 边界 条 件 问题 


— V КЕРИМ и) оғ EAR 
| ви = {EV ип) =S 在 an 上 


由 于 各 向 同性 和 均匀 :弹性 ， 弹性 鼻子 是 自 共 锋 的 。 所 
以 入 (4 ,5 ) 是 下 列 冰 次 阿 题 的 解 空间 | 
N V ЕУ, w )=0 ` жо 

EV wna у. 在 SQ 上 Е 
它 有 通 解 

Б w=c+0xr. | 

其 中 <、 г йл їз и шиж бн ш. 
# (5628) 可 以 表示 为 


{orvax + bs Svds =0 | КОЛЛ СА › i 
ù `. 
由 于 c 和 0 是 任意 的 ， 同 时 利用 7 - (x )= C x fy, 
则 (5.6.28) 与 
f pfdx + $ a Sds= 0 —  — (5635) 


| p(r x dx + j.G x Sjds=0 ` (5.6.36) 
等 价 . | 


~ 


` 857 EN wera тее 


在 什么 情况 下 ， 粮 团 边 信和 问题 的 双 解 可 以 提高 光滑 住 ， 这 
本 党 所 讨论 的 问题 。 显然 ， 边 值 问题 的 定 解数 据 ， 是 决定 弱 
танк. 


定义 5.7.1 шуйн' о) 内 的 闭 子 空间 ， яшен (о) 
< V c R' (Q), 双 线性 形式 в ‚Ух УЕ а. 
В(и,0) = | fa” дид v+ a'ô uv +а° wo) dx 


. | u, e V (5.7.1) 
那么 ， 我 们 说 由 BO, ) 所 定义 的 抽象 算 子 4 在 V 上 是 光滑 
№, EH- FEH (Q), 0< s < k， 变 分 问题 

求 ueV 使 得 
B(u,)= (Ел) wEV (5.7.2) 
的 每 个 解 u 满足 veH (O). 
为 了 研究 抽象 椭 回 边 值 问题 所 定义 的 抽象 算 子 4 的 光滑 
性 ， 我 们 要 利用 $ 1.8 中 所 讲 到 的 单位 分 解 . 设 {0,}(1 < i< N) 


是 光滑 区 域 Q 的 边界 до ТИЕ, O =Q, {8,}(0<г< М) 
Ж о 的 从 属于 开 覆 盖 系 {0,}(0 < i< N) 的 单位 分 解 . ES B, 
= supp(B )， 则 B, cR" 是 紧 的 (0 < i< N). и 
= Egu 那么 为 了 证 明 ueH (О), RAER 

@) ші, ла EH (вй) (gigN) 
(2) BueH’ (В) 


(2) 的 证 明 与 (1) 是 类 似 和 的 ， 因 此 ， 我 们 仅 对 (1) 进行 证 明 . 
首先 构造 {8 ,}(0 系 i < N) 实际 上 ， 利 用 边界 展 平 技术 ， 


知 对 C ”边界 类 ， 存 在 {9,,0,}(1 < i< N) 的 39 的 坐标 黑 ， 
ш {о} <; < N) 为 下 "中 有 界 开 集 系 ，8Q < UO, о, 


EC (0.0) ФО = [yeR”:ly| < 1), Jacobi Я Л ) 
>0, 0, = {уе0: у, > 0), 0, = {yeQ: у, = 0}, 9, P Bl 
до, 0,, о, йо, о По, oO 有 69 的 双 射 


再 构造 开 集 系 IF (1< i < М), EAF сЕ", F co, 


ЇН 0с UF, F = ОЧ ЈЕ, 所 以 , F cG, MEHA 


i=ł {~i 


=< QU(U F), Q< UF . 对 于 每 个 i O<i<N, Фа 


ECI"), 使 得 0<a(x)<1 VxeR'", supplo део, а @) 
= 1, МхеЕ. | 


另外 ， ed )， ESN Yax 


ER”, suppa < ау), Н а(х) = 1, хеб. AM- i(0 < i 


ies} 


<N), Ж 


В,6)= = «(дабу ， z 09 xe UF, 


1-5 


В 0х) =0 AXxeR' NÚF 


i=l 


这 组 {8 1(0 < i< N) 正 是 我 们 所 需要 的 单位 分 解 . 
对 于 每 个 固定 选取 的 kO < k < М), 局 部 坐标 pk: 0-0, 


可 以 用 下 列 方式 构造 一 个 同 构 о,: HY (Oo NAH” т 
= 0,1,2), Ф, @)= 0,0, 

为 了 讨论 (1)， 我 们 只 须 考 察 双 线 性 形式 H'(@ )x H' 
(2 )>R: 

B(o , (w),ə , @) 


[ача wa p+ a 0 w + a° wo} dx 
о, Па 


Te 


ERER, $w, =p) (w), u, = ф, (0). 得 


ра {] | ia, | ° 
awk |, (a ôW, 0p, ta Qw peta, wd )ау 


R Е, = е, (Е(ф,), M Bw, bp) 是 H(O ,) 强制 的 ，. 
TJ ELO ,). 令 | | С 
| © U=(ueH' (Q =0 
为 方便 ， 略 去 下 标 k， 考 察 变 分 问题 
жено DEA 
В(и,0) = (Ел) . VYveU 
ËR K=ọ, (B,)=ọ; (ѕорр(В,)), ML K< Q, MARA 
证 明 ul, eH (Q, OK) ТЭТ. 
EX 572 ЯТ т, = C a= 1,2,…n) 称 为 平移 算 子 ， 如 
果 对 每 个 及 ”中 的 函数 和 heR 
twx)=wx+he) . (574) 
5 = (i= 12.) 称 为 差分 算 于 ， 如 果 | 
ór w(x) =h "(w(x + he')— w) 


` < x 


(5.7.3) 


=h "(rw(x)— wa), й#0 ~. (5.7.5) 
这 里 e ER 中 第 KKL< i<n) 个 天 函数 . 
引 理 5.7.1 ”如果 w,veL (Q ,)， 并 且 d = dist(supp(w),00) 
>0, Шулев |а| < d, | 


бий, 一 (wx, Уо | (5.7.6) 


jw = TI | (577 
.证 ， 进 行 变量 闭 换 ， 并 注意 被 积分 表达 式 的 支 集 是  ， 的 
FRET, іс. 


引 理 572 H ueH"”(Q)m > 1, Q< Q, dist(Q 60)>h 
> 0, 则 


í . | 
ПАС ЖИРЕП И (5.7.8) 


证 М/С (аа + №), 有 
. | I 十 三 
жю ло) | fa 


х 


| О I x+h | | 
Жо аж ла Ira 
两 边 积分 后 , 有 
b › b .x+h 2 
| |f(x + h)— f(x)| dx < af f lf 0] didx 


x 


= и. ге] awas + р. word 4х)а! 
оГ адаа ора h 


r 


所 以 


2 bth . | | 
SEEDS] к< ia (5.7.9) 


显然 ， 如 果 weC” (9)， 利 用 (5.79 以 及 д, 和 微分 、 积 分 可 交 
换 性 ， 反 复 作 用 之 后 ， 可 以 得 到 (5.7.8). HF С” (Q) 在 H (Q) 


中 称 密 ， 故 (5.7.8) 对 H” (9) 中 任 一 元 素 成 立 .证 毕 . 
利用 引 理 5.7.2， 还 可 以 得 到 


танта олн 


Peer 


Ш > 
l8 wl o, <l wl, weU, i= 12 n 1 (5.7.10) 


引 理 5.7.3 HA 具有 线段 性 质 , 即 如 果 对 每 个 xe29, 存 
在 一 个 开 集 U, 和 一 个 非 零 向 量 y,， 使 得 xeU., 且 对 任 一 z 


eBNU,, 和 0<t<1, 有 z+1y,eQ. 又 设 YueH”(0),YQ 


СО, с> 0， 使 得 对 于 充分 小 的 h， 有 5xl „<с, M 
oul ao rc rs = 21 (5.7.11) 


аса 

证 ” 先 设 由 = 0， 因 为 Q'< c Q, FEL (Q) 的 弱 自 列 
紧 ， 可 以 找 出 一 个 序列 {A} A> 0M u EL (ПО), { фК— o 
时 ,在 L (0 б, и Ри, BR, flu D. < ce. 从 
У фес? (0), 


| фи dx = tim | б, „Ф4х = um | uô“ dx 
кә +% kato” (ү 
° -| uð фах 


这 就 证 明了 在 LL (Q) 38 X F, Жи = u. X h Q' 的 任意 


H, JU m = 0 6 (5.7.11) 5. 由 归纳 法 可 以 得 到 任何 m 时 
的 (5.7.11) 式 .证 毕 . | 
由 式 (5.7.10) MINE 5.73 容易 得 出 ， 差 分 算 子 6， 对 所 有 


的 0<h<56 在 L (2 ,) 中 是 一 致 有 界 的 ， 并 且 由 引 理 5.7.3 证 
明 过 程 中 可 以 得 到 在 L*(@ ，) 内 
ітд w(x)= ð w(x) i= 1,2,1 (5.7.12) 
下 面 证 明正 则 性 定理 . 


定理 5.7.1 Ü Qc R" C MER a (xec! 
(Q), а'єС'(О), 1< ti 二 站 并 有 卫 它 们 导数 都 是 有 界 的 : 设 双 线性 
ВО...) H'(Q) x H'(0)—R, 


В(и,р) = | [að u + а'д,ио +a° utldx 
Q гь 


YuveH (O) с (5.743) 
是 H (о) 强制 的 .FeL (0). 另外 ， 设 veH (О) ЖЕЙ ЯШ 
的 解 : 求 ueH'(Q)， 使 得 . 
вол) = (Fo), маен) (5.7.14) 
则 иен?) о Е =: 
证 ”由 前 面 的 讨论 知道 ， 我 们 只 要 证 《5.7.14) 8 u 
eH (Q, NK). k, + | 


局 (wp) = f {(8,а)д ид р + (8, а )дүиь + (ó а°)иь}ау 
о, 


MuveU || < ó 
那么 ， 由 中 值 定理 可 以 证 明 : f 
|B,G.o)| < elul, Mel... (5.7.15) 
суи 62: .利用 (5.7.6)， 不 难得 出 


B(5， u,v) + В(и,5' u) =-B „т u,v) | (5.7.16) 


由 于 Kc < 0, 知 存在 ф(у)єС (Q), 0 < o < 1, 9(y) = 1, y 
eK. Mith (5.7.13), YoeU, 0 < |h] < d= 450,20), 有 
В(б,(фи),„ь) = {В(б,(фи)„) + B(gu,ó .0)} | 
+{В(и,ф8 ,0) – В(фи,б 0 — (Е,фб _ u): (5.7.17) 
利用 (5.7.15) 和 (5.7.16) 可 知 上 式 右边 第 一 项 是 有 界 的 ， 第 三 项 


也 是 有 界 的 ， 而 通过 第 二 项 可 表示 为 

778и рб. ,0) — Blous, 9%) {аид pò уь 

| ~aou C, 0) — pu уйду и 

从 而 ， 我 们 有 | 

770808, (ри),о) Seol g. wosU, 0< fA < (5.7.18) 
这 里 c уйй» ЖЕЕ BO, OER ORM, MTE 
是 H (8 ,) 强 制 ， 在 (5.7.18) 巾 ， з-й ой, Miao <a] 
<d, e lô (ol?, «ав! (өн), 2. ЖШ (a! (e), l<) 
在 H'(C , IPERI. 因此 存在 h —0, EREHE.) 
rh, б, (ри) ас w. Eh 5.7.38, # L (Q ,) 
h, 5. (фи) BKAT 8 (ou)， 由 弱 极 限 的 唯一 性 € ó (фи) 
=weH'(Q ,). 这 就 是 说 0, (or)eL (Q ,)， 这 里 1= 1.2... (n 
— 1). HT ə # K ЕЖ, 就 有 0,(wWeL (К), 1 < I< (л - D. 1 | 
微分 方程 一 起 可 得 a д „шет. (K). h н (О, ) 上 的 强制 性 可 
ша" K FI FR, 因而 了 ué 2 (K). hF u RIMAR 


到 二 阶 的 导数 都 属于 L(K), Ж uen? (K). MEFE. 
注意 到 空间 Hi , (0) 在 乘 以 光滑 函数 ， 平移 以 及 消 工 切线 广 


向 的 差分 是 不 变 的 ， 所 以 我 们 得 到 如 下 Dilichlet 问题 解 的 正则 
性 定理 . 


定理 5.7.2” 设 weH,(Q)， 满 足 


B(u, o) = (Ез). Wel, (Q) | i 
BEN, В, “P RUES 5.71 ЖИЙ, эй иен? о. 
一 般 地 , 我 人 有 
”定理 5.7.3 EREC” * 型 区 域 ， Е: 
са). ЯВА BC, уела ЕТ. 
车 了 OMH, а) рдак аі. Б 
. 根据 Соболев, 联 作 定理。 ж гес“ х @)(Hoelder 2: БАЗ 
问 ; k EYK, O<. < 1, W $ 3.5), 边界 条 件 和 方程 系数 也 
кнан маа олоюн ec O, к 
Ши 是 古典 解 


$ 5.8 ЖАЙТЫШБЕ НТ 


WV, H 为 两 个 Hilbert 空间 , V SE À H, ПУН 
83. 算 子 4 是 了 由 三 重 结构 (V,H;B(。,，)) 定 义 的 。 其 
中 B(，,，) 是 VXxV 一 R 连续 双 线 性 形式 , 正 象 前 面 所 讨论 ,4 
Ж: 

(Au, Di = Blu,w) uE D(A), veH 
“~ D(A)= {ueH: Aust} 
这 里 (- ,… ) 为 H 之 内 积 . 
ET AZI GU): ， 
 G(A)= {fu,44), we DCA) 
G(4) < H x H， 共 内 积 
| (Eu, u Mo, 0, Diui = (иә) + (и,р,) | 
定义 5.8.1 ”如 果 算 子 4 的 图 象 CC4) 在 HxH 中 是 闭 的 ， 


— 89:— 


— s Os. oo ra 


则 称 4 HDRT. 

所 以 ， 算 子 4 起 闭 的 ， 就 意味 着 当 w >u, Au эҥ, D 
Z ue p(A), Au = w. | 

引 理 581 着 4 是 闭 的 和 连续 的 ， 那 么 D(4) 也 是 闭 的 . 

“证 {йи eD(A)u —u( fE H rh). h ARAE, Au, 
=», ue D(A), Au= w, ШЕ D04) 是 闭 的 ， 证 毕 

it D(4) 在 H 中 稠密 ， 那 么 ， 可 以 这 样 定义 AZAHAR 
TA’: D(A`)= fs 一 (4ou ) 是 D(4) 一 C( 复 数 域 ) 的 连 
续 据 照 }. 由 于 D(A) E H ТИЕ, ШАЯ НОВЕ 
知 , Yu ”ED(4")， 必 存在 4 nu ”使 得 

(Au, )= (uA `u ) WueD(A)u’ ED(4°) (5.8.1) 

引 理 582 #ТА ”是 线性 和 闵 的 . 

引 理 5.8.3 ”如 果 D(4) = H， 那 么 4 ”是 连续 的 ， 因 
而 DC4 ) 是 闭 的 . 

证 ”如果 4” 不 连续 ， 那 么 存在 一 个 序列 weD(4 `), 
使 得 lx， |, = 1, Пли 1 +оо, ТЖ, А (5.8.1) 得 ,Yu 
eH 

оа и) ани) < аа, 
但 是 本 
. 。 |(и,А ` и, )| {Айй ` ` 
lA u l, = sP Ti, < GM < Al 
х iS R H 38 ME tb. 

引 理 5.8.4 ЖАЙ, WADA EH TERE 

的 . 
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证 ”我们 只 要 证 明 ，D(4')+ = (0) RET. Е, мо 
ЄН, Жо 0, И [0,v]#G(4). h G(4) 闭 性 .可知 存在 fe(H 
x HY, Œ f(G(A)) = {0} Fn (0,0) +0. 5., Р: H x H 
一 G(4)” 为 投影 算 子 ,定义 [ию] = Р[бь], LẸ 
Ји u,) = (uuu) + (wa) uv, EH 
那么 ,zeDI(4)， 
0= fG(z,Az) = (u,z)+ (w,Az) 
即 weD(4 `), П0я /(0,)= (ж.о). ШВ, D(A") = (0). BE 
р. 
定理 5.8.1 设 4 是 H 上 一 个 算 子 ,“D(4) 为 它 的 定义 域 . 
那么 4 是 闭 的 和 D =н, ча ле £(H,H). 
证 ЖАЙ, D=H. 巾 引 理 5.8.3 和 5.8.4 知 ，4” 
e £(H,H), & (A `) € £(H,H), IB [H (5.8.1) sf £t ,4 = (A `) . 
所 以 4ez(H,H). 相反 的 结论 显而易见 ， 证 毕 . 
设 B` (иро) = В(о,и). &- | 
(Аир) = B ` (ир) MuE D(A), veH 
于 是 有 
定理 5.82 it 克 .,') 是 VxV->R 的 连续 双 线 性 形式 , 且 
Ж V-H 强制 的 ， 即 | : 
B(u,u) > alul? 一 Айн, ueV 
那么 D(4) EH 中 稠密 ，A4 是 闭 的 ， 而 卫 4 = A, D(A) 
= D(A). 
证 在 $5.5 里 已 经 证 明 D(4) 是 网 密 的 .如 果 我 们 能 证 
明 4 = 4， 那么 4 ”= 4， 因 而 引 理 5.8.2 给 出 4 也 是 闭 的 . 
设 vED(4), 则 YueD(4)， 有 (4u,0)= B(u,s) = B (0и) 


= (4p0), 也 就 是 D(4)sDP(4 `), П 4 ИИА = А. 现在 我 们 


只 要 验证 D(4)= p(A `), Ж иєер(А`), ВТАА 
Ë, ЧЕК ep A) EB (A+ Du = (A + Йи, ШЙ, Мр 
eD(4)， 有 | | C 1 

(CA + ¿Do,u) = (o (A + 20и) = Blou) + Аи) 

= ((4 + ¿Du,u ) | 

由 于 4 АГН, и =и,ер(я), Bm DCA) = (2), 
证 毕 . 

定理 5.8.3 ZV, H 是 两 个 Hilbert 空间 ,VY 到 H КА 
EAE, LER. A: D(A)— H gh Z= ft # 
构 ,(VY，H,B(，，' )) 所 定义 的 线性 连续 算 子 ， 车 是 V 强制 和 
对 称 的 : | | Н 
B(u,u) = B(v,u), B(u,u) > alul, SYSV ы 
那么 存在 4 之 特征 丙 数 序列 (u, 上 和 特征 值 4: 

Au, =й и, 101 
(и u )= 0 x nm 

0<4<4,<+</ <+ < +, п + 00 
ш EH 中 是 完备 的 

证 “由 对 称 性 知 4= A, Ae £ uD н. 
由 强制 性 可 以 知道 4 e LV). ШТУ Ж] I ША k PI 
的 ， 所 以 4 ELUM ERRET. A 有 可 列 个 正 特征 值 
K,， 相 应 的 特征 函数 在 II 中 是 正 交 的 ， 并 卫 由 定理 5:8.1， 


рб) =н, 所 以 特征 函数 系 在 Н јал д, 


eee зз. ARARE адын. te eit en eee 


йа}, = со. ШР. 
类 似 地 硝 和 如 下 定理 ) 
定理 5.8.4 设 定理 58.3 中 假设 成 立 ， 但 到 线性 形式 В( +, +) 
Ж V- :强制 , 即 : 
B(u, и) > aluli? — ¿llul еу 
Ат (УШ,В) 所 定义 的 算 子 .4， 存 在 一 个 下 交 的 Н hEN 
本 征 函 数 系 ， 而 特征 值 满 足 
-¿<2 $4, < <4, > +0 
现在 我 们 来 研究 算 子 4 之 寡人 算 子 . 
设 4 是 紧 算 了 ，YseR ,4 可 以 这 样 定义 为 


$ 
to’ 


р(а") = {ueH, E 47 (uu J? < + ©} 
当 s 为 负数 时 , 则 ` 
рса") = ЕШ 27 (uu) KRE 
所 以 ,YseR， 在 DUD TUE X AP 


(u, 2) pa’ ) -za (ии Dlv,u р 
lu = x (ин д" 


D(A ') 成 为 Hilbert 空 间 . 


Миер(А*), 则 Аи = Е; “(uu pu, 
由 于 4 H БЮТ, MADA ) KAR D(A (> 0) 
也 是 紧 的 . ДАЕ 


= р(4 °), V= p(A'”), V= р(д '"’) 


而 uey 


1⁄2 


4 ull r =(4' u, A'W = (duu) = B(u,u) 
B(。,，) 作 为 V 之 等 价 范 数 ,而 


1.4 ТИ =(4 WA 'u)= (A иш)= £ n (u,u) 
J=1 
í. -1/2 2 aT! 
Жы ЛА ullu = zà, (ии ) 


er ee oae 


第 六 章 ”在 椭圆 边 值 问题 中 的 应 用 


在 这 一 章 , 我 们 把 第 五 章 中 对 抽象 变 分 问题 所 建立 起 来 的 理 
Ë, 应 用 到 2m 阶 真 椭 贺 方程 边 信 问 题 .幸运 的 是 , 对 任 一 真 椭 加 
系统 , 均 可 以 建立 恰当 的 三 重 结构 (UJH,B(。，* )， 即 求解 空间 ， 
主 元 空间 和 双 线性 形式 , 使 得 2m 阶 的 真 椭 回 方 程 边 秆 问题 可 以 
恰当 地 纳入 抽象 变 分 问题 和 抽象 算 子 方程 的 框架 中 去 ， 
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考虑 如 下 形式 的 线性 偏 微分 方程 的 边 值 问题 
Au(x) = f(x) xEQ 
(вао) = (х), хєд9 
这 里 4 是 于 个 变量 的 天 Ды ШЕШӘ ЯЗ: 


А = А(х,0) = 5 Уа (х)д" 


ПЫ ЕСЫ 


(6.1.0) 


= Ya (х)0° Мае" (6.1.2) 
lal < R 
ER (6.1.1) rh, x= (x ,xx ) 是 有 界 开 集 Qc R" 中 的 点 ， 
而 Q 是 函数 u(x) 的 定义 域 ， 共 非 齐 次 部 分 是 由 预先 给 定 的 函 
数 SERCA), g(x)e R(B) 给 出 的 .而 B 是 一 个 依赖 于 4 和 Q 
的 边界 线性 算 子 . 
形 如 式 (6.1.2) 的 线性 偏 微分 算 子 的 分 类 仅仅 取决 于 最 高 阶 
导数 系数 的 性 质 .为 此 ， 记 算 了 4 的 主 部 4 为 


А (x)= У a (х)д" (6.1.3) 


[= 


REEE Eei ) 是 具有 实 分 有 的 向 最 .对 子 固定 的 x。 
EQ, RITTE Е 的 大 次 齐 次 多 项 式 与 主 部 4 , 联系 起 来 : 
A GË) = Ea (х) 


` 1а k _ 
REE SEE Ü eg. 可 以 通过 确定 多 项 式 4 (х0) 的 性 质 来 
研究 ЯР 4(x,0)， 以 下 定义 中 简 记 为 A. о 


定义 6.1.1 

(1) 如 果 4 (zx 0 Yx egQ 27 (61.4) 
对 一 切 EeR ILEA 0 成 立 ， 则 称 4 在 x, 处 是 椭圆 的 . 

(2) Ж 


(ü) ДАЕ ИТ, Вк = 2m; 

Gü) 4 在 x, EOE RA, 
(4) 对 于 任意 一 对 线性 无 关 的 向 量 < 和 小 多 项 式 方程 | 
А (x,, ë+ n) = 0 ' (6.1.5) 
1 m = 上/ 2 个 具有 正 虚 部 的 根 1 A tAn o MFA fE x 处 


ЖАЮ. 
(3) 如 果 
(ü Ах ЖАДИ; 


G) FERR B, > 0 使 得 | 
\ке{4 (х, Әй n, ui eR” (61.6) 
REJE = (E HE +++ E) А # x eQ Ab H 
如 果 对 于 每 一 个 xeQ，4 LRE (ЖЛ ЕЩ OU) 


站 一 


的 ， 则 称 4 在 Q ТУЕЙ. СЫЕША ЕЖЕ) 的 ;特别 地 ;如 
采 式 (6,1.6) 式 对 每 个 xeQ 成 立 ， 《ER 以 及 197 26, M 
ЖА 是 一 кши. е 
例 ! 考虑 R 中 二 ТҮҮ 5 
А(х, д) = Уа ‚(%)д° 


|2 
reZ? amaa) a OLEME, 有 
доо) = А„„бдд®® + а бда" ас (a 
"вр" ta, KOJ " + a opl)" ? 
其 主 部 Т 
a° PERIE 
A Ke ,0) = Kuna т + tonoa ax, 
. а? ц А И 
| ат а 
яй м = (E EDER жо Оз ст? 
А (х9 = аах, ж ta, G.) e, + “ay, a 
АЛА (x. +0, 0 的 主要 条 件 是 | кл СКЕ 
СС чи 
aan < 44044 (0,2) 


它 也 是 4 是 否 为 椭圆 算 子 的 判断 条 件 . 
例 2 ZER 中 Laplace 算 子 


2 
А(х д) = ли = +Ê 


2 
x, ôx, 


ARRECEMNAT, ПТБ ДИКО :注意 算 子 4 的 


2 


EH А (д) 与 x 无关， 故 记 为 4,(6)， 因 此 
Ааф ED EAE, ten) + (m +) 
=A lE +24 n+ ||” = 0 
ER LC р lL 
|е 
根据 Schwartz 不 等 式 |ë ` nm| 志 1tllm|， 从 而 多 项 式 方程 恰 
有 1(= 272) 个 具有 正 虚 部 的 根 . 
Laplace 笋 子 同 样 是 一 致 强 椭圆 的 ， 因 为 
а= 8 += 1: Г 
Bj 双 调和 算 子 


则 有 4 


ди Ou уди 
ёх! дх, ёх 


АЕТ. ,注意 ACE = (ë EER 有 
А„(д=4& 128 +, +0, АЕ 50 
这 个 算 子 同样 是 真 椭 网 的 .为 此 ， 只 须 注意 
A QE = [QE +n) +E, +y ]) =0 
具有 和 Laplace 算 子 多 项 式 方程 相同 的 根 ， 所 不 同 的 是 它 的 每 个 
根 是 二 重 的 ， 从 而 它 有 两 个 具有 正 虑 部 的 根 . 
同样 的 ，A? 也 是 一 臻 强 燃 圆 的 ， 因 为 
Red (=E +4) = 1 + 11 


A(x,0) = А?и = 
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Җ (6.1.1) 中 给 出 的 边界 条 件 Bu = z 当然 不 可 能 任意 规定 . 
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pe i ee танти 


它 必须 在 某 种 意义 下 和 算 子 4 相 一 致 。 
为 了 简单 起 见 ， 假 设 оса" ÆC” HKR. 我 们 仅 限于 讨 

论 形 如 | 
Au= Y (— "(a (Oo (6.2.1) 


labli т 
的 2m BY DD IA P], XE ове" a „(х)є С“ (0). 相应 地 ， 
我 们 考虑 一 般 的 微分 边界 算 子 、 


В,(х,0) = У, Б, (х)8", хє00, 0<k<m-1 (622) 


lal<a, 
ХШ р, (x)eC (д0). 每 一 个 边界 算 子 В, 的 最 高 阶 导数 构成 了 
它 的 主 部 

В,,(х.0)= У b, ()д" . (6.2.3) 


lal = q, 


算 子 系 (6.2.2) 没有 给 出 边界 8Q 上 的 明确 的 边界 条 什 ， 例 如 
它 没有 给 出 а, 的 限制 ， 也 没有 排除 B 和 B 可 能 等 价 共 至 相等 


的 可 能 性 .为 此 ， 我 们 给 出 
定义 6.2.1 如果 边 界 算 子 系 满足 
(1) 对 于 xE6Q9， 以 及 x 处 边界 法 线 向 最 nx， 有 
B, (xn) +0 


(2) 4, #q 1 }0<1,/<т—1 э. 6.2.4) 
(3) 0<4, <2т 1 | 
则 称 边界 算 子 系 {B,} 是 正规 的 . 
如 果 大 从 0 到 闫 一 1 取 值 ， J BGR 0 3 m — 1 ËB, 则 称 
此 边界 算 子 系 {8,}"-。 为 m 阶 的 Dirichlet( EA ) 算 子 系 . 
例 4 设 9 =R 是 光滑 向 线 ，m = 3， 考 虑 边界 算 了 系 
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= УБ. Cou Gk ЕЕ 


|. үа ки чї БЫЗ ҺЕ ын. ыас д 
并 且 假设 [有 1 是 正规 系 ， 例 如 取 -| 
ТО q, =l, q: = = q, = 5, 2m~ 1= 5 
URMRAHTEA 
{- “ъз, ИНИ 7 із “ц. 
Я Я РЕ ЖОЕ г, ШЕ `ди у 1 АМ 
B, u = bant t barn u WIOI CTM сш! 
.. _ бш. © ди 
Biu= b ун + bia; Я tD anger 
i уа йы ёши 
р Ьо Бо 
1Co ax? i Ox, дх, OD ху | 
„ди _ :ди 
B,u = буун + ELITA Yaong, 
al 15 о? V A a2 
; Ou ”Ou ` ĝu 
+b — +b — +b — 
© 20,0) ax: 21,1) ôx дх, . (0.2) дх, 
ди u С 
+ Возот 十， пв 5 
Ox бо Ox 2, p 


3 


例 5 Soner ; m= 3 时 ; 考虑 Dirichlet 边界 算 子 
RB o АНЯ, =0, g, 1,4, =2, m-1=2, `) 
则 有 в, u= Б ооч Š 


ди ди ШИ : o 
КАЛА з ШОГА И 
. š , . 
Ou u õu. u. Ou 
2 20, ох? 2%! ах Bx 9х, , 20,2) дх? 
gi К О . . 


Ee PaA y e e n 


ди `. ðu 
1,0) 0 x + 2(0.00X +b w00“ 
1 2 


现在 假设 在 任意 点 (xx Ein, RIE UR SR B 
标 (T(x ,x,)，n(x,,x,)). 取 


a 


боо) = b. bao =й, 一 дх 


2 
b wo =0, олу 一 人 zx b aa n 21 п 
| дп дп 
Ь =n”, b =n Еп rı 
202) x? 300 бух, ду x, дх, 
1 
дп + дп 
*› 2 = 0 
юл) xi Ox х. Ox, б CGO 
1 
JJ B u=b u 
o а 
ди ди ди 
В u=——n 二 + 一 一 hn = — 
І 0х. “W 6x, >” д0 ^з 
1 2 С 
А Д 22 
: д ди д ди дис 
Взч= п, 5573 +n. ZZ Br 
' Óx, дп 0х, On an 


即 Dirichlet 系 是 法 式 算 子 系 
(B. = (b ubt 2 
On дһ 
应 该 指出 ， 正 规 边 界 算 子 3， 可 以 表示 成 为 对 应 阶 的 法 线 导 
итоб maq 是 C” 型 区 域 ， 由 定义 3.4.1， 知 对 任意 点 x' 
e609， 设 存在 球 B;(x ) 使 得 5 站 5;(x ) 可 以 表示 为 x = 


/XX a) RE /(0…,0)=0. 以 及 feC". 设 在 B8,(x") 
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По hx. > /(х,,х„,х_,). 变换 

у= хр j=l, =s п—1 
， 
是 由 B CANNA 到 半球 5,(|y| < б, y, 2 0) 上 的 一 对 一 的 C” tk 
射 . 进行 这 样 的 变换 后 ， 任 何 一 个 形 如 式 (6.2.2) 的 m — 1 阶 边 
界 算 子 B(x,0) 变 为 


B00)= У, т,(у,@)д% (6.2.5) 


У, = x, — /f(x *‚›°°*,Х 


这 里 6 = at / ду, 以 及 7,(y,6) 表示 对 于 变量 (7 ,у,_) 的 阶 
数 < m 一 一 1 的 偏 导 数 . 即 3/69y, EER 5, 的 边界 y, 一 0 
的 法 线 导 数 ， 而 +， 中 所 出 现 的 导数 是 切线 导数 . 而 卫 如 
Ж. B(x,0) 是 正规 族 , 则 z, (y,0) +0. 

反之 ， 如 果 原 来 的 边界 算 子 系 是 具有 光滑 系数 的 m 
阶 Dirichlet 系 ， 变 换 x >y (1<j<n-1, y, = x, — f(x 
өх, DETER, 则 有 可 能 把 算 子 9 = 0 / ду) ИВ 表示 为 


k 
a! = Уз, (у,дВ (y); k = 0б1,е,т — 1 (6.2.6) 
Ј-% 


这 里 ?， 仅仅 与 》 和 切线 导数 有 关 . 共 详 细 证 明 见 Lions 
和 Magenes[19]. | 
58188621 (6.2.2) 中 边界 算 了 系 {B}, Ж Dirichlet 
Ж, Н 
ь„(х)еС” " (0), к= 0,1,--,т — 1 


щй да Ж С" 型 .如 果 g, h, Ж 00 上 任 一 一 组 函数 g, 
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-Ak~1/2 


eH” ” (80)， 则 存在 函数 wx)eH” (0), 9 
те (B ux) = в, (х) xedQ .0<k<m-1 
证 ”按照 上 面 所 介绍 的 方法 把 0* 表示 成 (6.2.6) 的 形式 . 则 
Жиен” (0), 8 (8, и)(х) = в, (х), xE ИРЖ и, Б 
在 aQ 上 的 迹 满足 


k 
ди = 230E, eH 


从 而 由 迹 定 理 4.5.5， 即 可 得 出 本 引 理 .证 毕 . 

把 边界 算 子 系 划 分 为 正规 算 子 系 的 限制 还 不 足以 使 它 它 与 给 
定 的 2m MERAT 4 完全 协调 ， 因 此 给 出 

定义 6.2.2 ARAT Ж (В, 称 为 与 椭圆 算 子 4 在 点 x 


e6Q нА, Eikin ИНТЕ u(s) 满足 
А „От 一 та. )и(5) = 0, s> 0 (6.2.7) 


m—k-1⁄2 


(дО) 


В, rini u 6)!,,=0,` 0<k<m-1 


ЖИ тл х 处 边界 д0 的 切 向 向 景 , n RE x 处 边界 д0 的 外 法 线 
向 量 MBA u(s) 三 0. 
任意 一 组 这 样 的 相 容 边界 算 子 系 (В, 称 为 4 的 覆盖 族 并 
称 它 在 点 xe oQ 处 覆盖 A. 
例 6 考虑 微分 算 子 
Ou Gu ,Ou 


Аи = a—y + 2b + с 
ôx? ӧхудх, ду, 


以 及 与 之 相 联系 的 边界 算 子 
_ би ди 
Ви= ЕТИ + Pax, + yu 
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х а. b. сүа, ВАЛА т ЕЗЕК, 3EH b° — ас < 0. XR 
x EQ, AEREE 4 = (04), WAE + = (2,0). 则 我 们 希望 
求解 下 述 方程 : 


| 4 Си КЕ Y + 261647 tenzo, зох 0 И 


b (t= тур) = ~ По) + Вр OFO ` 
хайа 2 C oo Сс 


£#/ ç. s/c b 
Wis) = (c, e" te; ie: гж, усов" 一 наус. 


ИИС) о, АД O 2. À А 
(6) = се Т созд. iin) 


而 边界 条 件 要 求 = 


сие + (bB 一 «сс = 0 


XE д = ac - b ， 从 而 c, =0, RE В+ 0 D = O W хс я 0. 
Ж (s) = 0. 
917 жарайт 
2 2 
Au = 2 бн 
6x ， ôx, ; 
及 边界 算 子 
Bu =a + B kyu 
x Ox 


由 例 6 易 知 ， 如 果 x +8 AON, WRTA Laplace 
HF. 
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7200 6.3 тееп. 


我 们 现在 论证 Green 公式 的 几 个 推广 ， ята 
值 问题 的 解 的 存在 性 及 正则 1 性 中 起 着 重要 的 作用 特别 当 4 А 是 机 
ийт, 有 

ли у (C Dó ош (6.31) 


- Та em 


的 形式 才子 4 É Оша, 
A'v= У Crane 0000， (632) 


lalia < М 
显然 ， AMA AEREN, 从 而 若 4 ZAM, ANNS- 
致 强 椭圆 , л" 也 有 同样 的 性 质 ， .. 
@ 8 3 A = d/ dx, Q= (ab)c R!, 则 由 分 部 各 ТГ 


b 
Ka vdx + Г, К 


其 中 ¿`= - £, Г a (u0) = u(b)o(b) — u(a)o(a) 
例 9 若 4=A, QcR', 则 由 Green 公 式 


|, wAudx dx ; = | uAwdx., ах, + Г atow) i 


这 里 4”=4=AA 
T. (u, н) фа (wgradu • n - ugradw .ng ол 
对 于 一 般 的 情况 ,我 们 有 
定理 6.3.1 m 2m 阶 算 子 4 在 5 LEAREN , 并 且 其 
系数 a „(ойе C (0), 边界 算 子 系 B, L 是 正规 的 并 且 在 6Q 上 
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机 ai 


覆盖 4 以 及 5,(x)eC” (20), 则 可 以 选择 边界 算 子 系 {S,}"-。 使 
得 

(1) 系数 5 (xz)eC”(59) 以 及 S ,的 阶 mw < 2m — 1 

(2) 算 子 系 fB B B S S S 0}. | 
构成 了 20 上 的 2m Br Dirichlet Ж. 此 时 存在 着 两 组 唯一 确定 
的 m PARAF (c YU M IT, 的 正规 系 ， 使 得 

(3) C, Æ2m-1- p, 阶 的 (这 里 p, ES, И), Т, 
是 2m 一 1 一 gq, 阶 的 (9, Æ B, 的 阶 ). 

(4) РЖ (С.С, pT 
的 2m Br Dirichlet £ . 

(5) 算 子 系 18,}, {5,}, {Ch MIT} 使 得 下 列 广义 
的 Green 公式 上 成 立 : | 


т—1? Тот 69 Е 


| 5Audx = | uA vdx +T (ир) (6.3.3) 
Q о 
此 时 
m-i 
Г 000) = >]. Satr- B uT vds (6.3.4) 


其 证 明 见 Lions 积 Magenes[19] P.115. 
例 10 考虑 R 中 一 般 的 二 阶 椭圆 偏 微 分 算 子 - 


ди д ди д ди 
Au= Br Ca) + Өр, t ax, Фр) 
十 2 etja а-04_ + еи + fu (6.3.5) 
Ox 6x, ôx, ôx, | 


这 里 系数 a, e S EA X ECR 的 函数 ， 由 逐次 偏 征 
分 ， 容 易 得 到 
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|f v4uax ax, = ffua vdx dx, + аат n, 
а а 

= ано n +b ри n —bu n 

x, x, 1 x, х 1 x, x; 


+b. uu n —bu n 二 CD n 
2 x, х; 2 x, x, x, ох, 


— сир n, + duvn 十 ekpn )ds (6.3.6) 
2 2 х; x; 
这 里 = ди/ ôx u, = ди/ дх,, n= (п, ‚п ) 是 20 的 单 
' *› : Tl Ж, 


位 外 法 线 向 量 ， 以 及 


A v= (а )+ 2 (6 Bb, 
ôx ёх ， ôx, 13x ， дх, дх, 


) 


二 一) 一 2 (ау) – — (eu) + fv (6.3.7) 
дх, дх, 
叉 设 在 5Q 上 给 出 正规 边界 算 子 
B u = wu, + Ви, + yu 
XE oa p 是 给 定 的 ， 边 界 0 是 已 知 的 ， 由 定义 621 知 
ап + pm 一 u (s) # 0 
这 里 и (s)= u (x(syG) 是 边界 aQ KEWER ,ds = dx 
2 
+dy. | 
因为 8 是 一 阶 的 ， 由 广义 Green 公式 (定理 6.3.1) Ж, 
WR {B ,S } 是 2 阶 的 Dirichiet 系 ， 则 S, 必须 是 专 阶 的 ,这 
意味 着 C ,必须 是 一 阶 正规 边界 竺 子 以 及 了， 必须 是 专 阶 的 ， 邵 
S и=о и, Cu=0 +O, >b + 0 Тр=тр 
Жо, б, зе, r Æ S= (x(s),y(s))e Q уй. що 是 
任意 的 ， 但 当 它 一 旦 确定 后 ，C, 和 T 是 唯一 确定 的 . 
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——a r s -= 


由 式 (6.3.3), 必须 有 о. O. М 


+J (6.3.6) анд 为 界 积 а-и, ҮҮТ 


co 0 —ty=dh +en "rt a= San” = b,n 
| o о a Я х ' x, о x, 2 x, 


£ U = 一 i “B= — 2% 
с 0, = апу — bh. т“ = - сп, bn, (6.3.8) 
f y }. = —— T - > Е > | Ë 
6.0. = єп, Бл t, #0 


任意 规定 , =o,(s) #0，se6Q9， 则 ` 


а `. Е 
0 = 1-0 ав. = рп), 022=——(—¿cn =bn ) 
1 с, х, їх, 2 т, x, А 


EES n = n, o, ii тъ Яа, йлитата 
Xi 


2 


方程 ， 但 它 仍 是 唯一 确定 的 n 76 
Жїл, п 求解 (6.3. 因 并 利用 上 面 的 条 件 有 


"ас - bib, | 
ась pY + (ab, + Ва | 


| ae 
(x x, enn 


у 


从 而 0 = (dn, + еп, +y) 
2 


i 


注意 C, 是 正规 的 ， 因 为 4 是 梯 网 的， 从 而 有 


С (п) = 0 n +0 n. -fan +( +b i n 
оа x, х, r x, х х. 


+ сп, 150 
2 
总 之 ， 我 们 有 . 
Su=c u T s= n, " 
C v= – ап, +b n ур +(en + 
I Xa *%; х 
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Ьп, )» — (dn + еп. + ут) а, 
' 2 1 2 


例 11 А 是 LapLace 算 子 


Аи = + Ы ы 
ôx ôx, 
以 及 ' 
和 OB i= 96, = graduen © 
дп 
由 例 10 可 知 ， 各 取 o, +0, т = — 1, ДЖ 
Š и= аи Т v= – 0 КАБЕРЕ 
02 o 9 o 9а, on 
代入 (6.3.4), 得 出 例 9 中 的 结果 . 
例 12 ЖЕМИЮИЙ+Т 
А Ou «Ou 
Аи= Аи= 8 2—60 + — 
Ox ôx 0х, ох 


-l 


以 及 边界 算 子 系 
B u=b u, B u=b 2н. п120, b b ЖКТ 


数 . 反复 利用 Green 公式 ， 容 易 得 出 
| vA udx =Í иА vdx + Г (950) ' 


n 


· (6.3.9) 


а 
， 以 及 


从 而 4 = A= | 
ае A lds 


La (u,)= 一 


+Í. b, ug- AST f тр А 
1 


ЕГ (и, 中 与 式 (6.3.4) 比 较 ,此 时 和 有 


= 1 дА = _ 
Т, оп’ Т, = БА 
s =, S = 一 A 
on 
= = 
C = 了 С, = = 
容易 验证 (c C Y 是 覆盖 4 HEAR, MATA 
= ð _A дА 
(B В S.S.) = {hbar A, = 
` -42 -LaL 2А 
以 及 (C.C ToT, 5 (1, Б. А э} 
是 2m 等 于 4 阶 Dirichlet 系 . 
564 三 重 结构 和 变 分 形式 
пиа ят ААЖ РИ 


ПЕ: 


Аи= (= 1)” D(a D u) 


(6.4.1) 


ЖШ а= (и агы), = (B, ВВ, EZ", Jal = Уа, EFR 


标 相 同 表 示 求 和 ， 而 
|а| 
а д u 
дх" “Ox 


系数 a (x) 足够 光滑 . 设 边界 算 子 系 B, 上 上 ==0,1,2,…,m 一 1 和 
算 子 4 一 起 ， 组 成 一 个 2m 阶 正则 椭圆 算 子 7 = {4,B,,k 


= 0,1…,m 一 1}， 对 应 的 边 值 问 题 
Аи = f ФОР 
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B.u= g, 209 Е, Е=0,1,2,т — 1 (6.4.2) 

(Ф, к= 0,1,.,т – 11 (В, k= 0,1,-,т 一 1 之 互 

补 的 边界 算 子 系统 : 设 ps а, DWAD B, 之 微分 阶 数 ， 而 且 

p, t q, =2m — 1, k = 0,1,2,---*,m 一 4. 那么 成 立 下 列 第 二 Green 
AR: . 


2 B(u,) = (Кар) + T iu) Yu peD(A) (6.4.3) 


其 中 边界 双 线性 形式 为 
r (u, = y Poa dvB ,uds (6.4.4) 
而 双 线 性 形式 
виз) = | а sD uD °udx- (6.4.5) 
Q 


显然 BI Green 公式 (6.4.3) 可 以 延 拓 到 对 所 有 veH (0),о 
єн”(а) 也 都 成 立 . 
ШИТ (В, Е 0,1,…,m — 1} 可 以 分 为 两 组 
(В, 6 = 0,1, – 1} = {В , k= 0,1, — ПИВ, 5 k 
=r r + lem — 11 
ЖЕ т 0 < r< т 一 1. 这 里 是 根据 如 下 形式 确定 的 : 


0<q,<m Vk<r—1 
т<9, <2т– 1 Vr<k<m-1 
而 互补 的 正则 边界 算 子 系 @, 也 分 为 两 组 
[Ф ~> k=0,1,,m—1}= {®,, k= 0,1, ЛФ, k 


=r r + lpem-— 1] 
其 中 p, tq, =2m—1 


— 111-— 


m<p, &2m— 1.. МЕЖ 1 

OSP <M . ` Yrskgm-i | ; 
WK r= m, MÜ R =r, k= 0 一 是 本 质 边界 条 件 ,也 
称 为 ?Dirichlet 边界 条 件 ; mE г= 0, B 8 ‚= g, k 
= 0,1,…,m 一 1 是 自然 边界 条 件 ， 称 为 Neumann 边界 条 件 : 
34.0< r < m 了 时; В u= gk = 0,1, ‚т — 1. ЖО У 
条 件 和 自然 边界 条 件 ， 称 为 混合 边界 条 件 . 

， 取 基本 空间 : : 
U=V= H " (Q) 
U = v = fue U: B u=0, k= 0,], е, — тре 


; H=G=KL'(0)= H (Q) 


JZ 有 内 入 链条 | 
"(сус U CH н/с, єн (Q) 
边界 空间 取 
Р 1 m-i 
¿U= пн”), ëv = nH” en) 
Г 1-0 
r-l r-i 
¿U = HH DALET: oO) = пн” Sat 020) 
3-0 -0 
m-l m-i 
Ev= RH” (го)у= n Htt (en) 
er А тг А 
А 


1 


an (1 у= 之 уф, и Ф vads + Yasa. O ods 
可 以 延 拓 为 


F (u,v) = Cyu,6 ру + (uy D> ay 


2U 
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с ааыа RE me ee ол 一 


ó= H B. б = ПФ,, у= ПВ,, ó = ПФ, 
k= ; k= Q E k=0 1 к= 


ое (0 00), 8" egy ,U0) С v 
ve£(U ôU), у ee (a) — 
所 以 ,第 二 Green 公式 (6.4.3) 可 以 表示 为 
В(и,џ) = (Аии), + <yu,ó v> a t < ôu,r "v> ay (646) 
MAARA (6.4.2) Galerkin 2 EAE 
.来 weU, 合 得: С 
{зы = <10> .. м0, 0642 
. lo) = о, = BG 7) +y 0) an Ке | (6.4.8) 
g = (ЕЁ), Z= (ЕЕ Ё = (g. g Е) |. 
”为 边界 算 子 ) 之 右 斤 .于 是 、 ` | 
u=w+y ЖЄ с (6:4.9) 
就 是 边界 问题 (6.4.2) 的 解 ， 称 为 弱 解 .这 里 ， 本 质 边 界 条 件 隐 
含 在 U 中 ， 而 自然 边界 条 件 则 包含 在 线性 省 庚 / 之 中 ,. 
(1) ЕД = т, WRR E ан ， 这 有 时 


8 一 8， 8= 0, ĉU= тн" 14 


179 


em 
U, =V, =H”(Q) | 
(2) 当 r = HF, WR Ж И: Мештапо Ж И „о о 


一 上 13 一 


= TI н" 117200) 

` š 1-9 

оу’ = 下 Ho 
у= 


因 为 4,2 m, aV’ 是 负数 阶 Соболев 空间 ， 而 6V 是 分 数 
Br Соболев 空间 . 


(20), О, = U, V, = V: 


565 椭圆 性 和 强制 性 


现在 ， 讨 论 由 式 (6.4.3) 所 定义 的 双 线 性 形式 B(“，，) 的 性 质 . 
定理 6.5.1 HER ”中 有 界 开 集 ，0Q 充分 光滑 ，a,， 
eL (Q), WAH (6.4.3) 所 定义 的 双 线性 形式 BO; ) 满足 
(1) в(-,-)&н”(о)х H"(Q) 一 有 连续 的 双 线 性 形式 : ` 
[Bd м, „Їй 。 YuwveH"(Q) (6.5.1) 


其 中 M > 0 的 常数 . 
(2) mÆ ag 关于 下 标 &,8 是 对 称 的 : а„=а„,% 


么 B( e,- ) 也 是 对 称 的 ， 即 


B(uv) = Bu), %еиьєН” (О) | (6.5.2) 
(3) МЕНТА НА), 即 存在 4 > 0; 使 得 бо 
Уа | Et 2АЙ" мев" (66.53) 
la) = т ` 
. Ает 
其 中 . е = x 


那么 成 立 Garding 不 等 式 :1 > 0, u, > 0, 使 得 


? YueH”"(Q) — (6.54) 


В(и,м) > иий — å luli os 
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ee 


вен" (о)-н жив 
证 由 于 a,， ”(Q)， 利 用 Schwarz KER, 不 难得 到 


A (6.5.1)， 而 结论 (2) 是 显然 的 ， 因此 , 我 们 只 须 证 Garding 不 
等 式 . DARTER : 

O) йа 在 0 БЕЖ, ШРС?) 在 H”(Q) 中 网 密 . 
所 以 ， 只 要 对 we C”(Q) 证 明 就 够 了 G JE, Миен (Q), 
存在 序列 xi e CU (Q), k= 12…, 使 iu ~ul 0 5 k > 
+ со, Жи, „әй a W 

|В(и,и) – В(и и, )| = |B{u — ии) + B(u — u,)| 

< майа + lu inou- u о 90 + 
因此 ， УД (6.5.4) 对 成立， 则 可 以 进行 极限 过 渡 ， 则 它 
Л} и 也 同样 成 立 . 

为 了 证 明 当 an 为 常数 时 Garding 不 等 式 成 立 ， 我 们 注意 
到 , YueC” (0), Ж 

B(u,u)= B (ии) + B (u,u) 


其 中 В (бии) = > (aD 'u,D u) 
т 
В (иш) = > (a, D'u,D°u) 
la! S| < т . 
ја! +141 < 2m 


ШР нес? (0), ТЫА Ө р, M T A A 
用 Fourier 变换 Я Z HH (6.5.3) 及 Plancherel 等 式 
a Rin 2 
вил) = | È agy y 120) dy 
AR jajem 
Йй ав 
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>н bi > ay dy = п z (D'u,D *u)= plu o 


这 里 | "|。o 记 为 H "(中 的 半 范 ， 所 以 
в.ш) >и МС") | 

另 一 方面 Yal S m, |B| < m， 但 |z| + 18| < 2m， 则 利 

用 Schwartz RER, ж | 
[B uw) S kiul _ ra 


从 而 B(u,u) > tla 一 大 zl 


al 。 
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4 | 
利用 Young 不 等 式 ab < дда? + ер”, Ye> (аек 


以 及 lls = hull ul 
那么 


B(u,u) > и ы — (и + kolak? uec” (Q) 


另 一 方面 , 利用 Соболев 空间 导数 插 人 不 等 式 : tuet” (0), 有 
lal © к,и a tele ul, MYe,>0 . 
于 是 有 Blu,u)>p lul — A llul. МиеС (0) 


Дд, =u- Ë — pe, ке, д, = (и + ke)e(e,). 可 以 适当 选 
Weme, Eu, > 0, 4。 > 0. 于 是 便 得 到 式 (6.54). 
(2) 如 果 a ЖО 上 不 是 常数 , 设 B,(x,)= (хев": lx 一 
x |<< 中 是 一 个 以 x, 为 中 心 ， 以 + 为 半径 的 球 .又 令 
sup lao (x)— а 460) = E (6.5.5) 


Xx EH (х) 


那么 YueC (B (x )), ita, = а g(x ,), 则 
—116— 


у (a Dubu У арр): 
ia . | = ттт | А 
+ У (а, ефәк 
Мая. СОС бы, 


ASen PAR е5, 那么 aro 
У, (a, p uD 302 (и-н, амес? (В 0х7) 


ial = ТА = m 
жиек To ER EE, 使 得 /一 в e> 0. 设 有 界 区 域 9 可 
以 用 有 限 个 球 B = 12, М Е: {ф,Ь#= 1,2,6, Ж 


ARTENE 盖 系 的 单 位 分 解 . 


Lo =1, рес" (в, с, osois 1, i= 18 


& B uD- Y Уфар рга). о. 


ті ід 


"YC E орви roai 


1-1 1 -т 
利用 Leibniz 公 式 , 不 难 推 得 ”“* 
F, 一 Lin (b, д" и, D Su) 


КҮРИМ 
LARKA CIRA 1, га f 
和 前 面 讨论 相 类 似 , 有 ТИМ 


вам) > Уон], eiln aol- a) ' 


然而 
2 2 31. 
[Фи | > | Фф b lul, ШЕ 
m,n Q |= . 
则 得 B (ua) >н lulè д ll, ul, ia 
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另 一 方面 , 由 于 a ,;eL”(Q)。 所 以 


[8 |< сїй „шй ra 20 


BA вш» u lu cul lui. ia 


运用 (1) 中 的 同样 的 讨论 方法 ,就 可 以 得 到 (6.5.4). 证 毕 . 
考察 二 阶 椭圆 边 值 问题 


c, >0 


6.5.6 

Œ y ou=g ENE (6.5.6) 

Auz — р (а D'u)+a D'u+a u (6.5.7) 

си ма D'un“ (6.5.8) 
ёп aß 


n 5 20 上 单位 外 法 线 向 是 с> 0. 5 (6.5.6) 相应 的 双 线 性 形式 


ви) = | (a D uD u+a D “ир 
а а 


+ а uv)dx + f сиза, (6.5.9) 
а „а, а eL (Q), 且 满 足 椭圆 性 条 件 
а „С> ЈЕР Sen" (6.5.10) 


其 中 ,为 常数 . 取 基本 空间 


U=H' (WV=H'(0), U, =V =H' (Q), H= L° (0) 


1/2, 


(д9) 
U = {ueU,AueH}, у, = {иєУ, А чєн} 


СИРА 3650389648 


д0 = ôV = H' (д0), 20° = ду’ = H 
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A v= - D'(a D) D (a s) +a, e и 
边界 算 子 ye £ 00,20) 为 零 阶 迹 算 子 ,YueH (0), аи = ulg 
eH (50)，5 为 一 阶 迹 算 子 | | 


МиєН' (Q), ди = = =a „D'u М ИСИ 
| а. z 
5 (6.5.8) 相应 的 变 分 问题 
`. 1 
aN ат | (6.5.11) 
B(u,v) = < F,u> YYveH (О) 


其 中 «Рау = (Улу + (goy. Б 

定理 6.5.2 Hag a,,ceL” (Q), сє“ (20). 那么 
由 (6.5.9) 所 定义 的 双 线 性 形式 В(-,. ) 在 H (0) x H'(Q) 是 弱 
强制 的 . ú | 

证 YuveH (Q) 

ИЮ e Muh alol + eol aalo, sa llaa 
< elul Hol, 

这 里 利用 到 L (д0) 嵌入 H'O). Ë: k 为 足够 大 的 正常 数 上 > 0, 


令 B(u,o)= | (а ,D'uD "u + a Dun + кит)ах + f curas 
n 


n 


利用 (6.5.10) 有 


B z . 2 2 2 
| вр uD udx > a lulia = а luli, 7 а П а 


| a D uudx < elult + ПА 
a ; Е 


2 2 
faou dx < call м 
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根据 嵌入 定理 lull so < chul,,, 2 a 
再 利用 到 Lions 引 理 : . | | | 
S|]BRB6.5.1 (Lions) 设 X ,X#IX E= Banach 25у, H 
| X ccXcX ` 
假设 X 到 X,， 嵌入 是 连续 的 ， 而 X, 到 X 的 嵌入 是 紧 的 ， 那 么 
对 任何 > 0， 是 存在 常数 c, > 0， 它 只 依赖 于 
和 义 ,，X，X,， 使 得 | 
lol, < eloly +< l. мех, (6.5.12) 
证 “用 反 证 法 . 设 式 (6.5.12) 不 成 立 ,那么 对 任 一 个 c > 0， 
至 少 存在 一 个 5b 使 得 
lol, > lol, АРИ 
取 c = т(1ЕЖ ЖО), 则 有 "使 得 
[б Йу 2 elv, le +mllo ly om5 12. 
Ë =» /{» Йу, 
etmlw, |ү < fw, i 
由 于 liw 1, =I X, 到 X 嵌入 是 紧 的 ， 所 以 存在 一 个 子 序 列 
wo GEX ДИ, ВНД hw,1 有 界 ， 因 而 w l. 20.3 
Z w, 在 X 中 的 极限 也 是 零 ， 从 而 lw 0, u> + оо, (8: 
lw i>e 
由 Lions 引 理 , 则 
lal. 2 a < а + ee ll, 
由 此 ,不 难得 到 | 
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Bluu) > (ие е): — (k— с„(Е)— с, (Ч 
Ше, e,， 使 得 1 一 8 一 8; >u > 0， 取 天 如 此 之 大 ， 使 得 大 
-c (2 — c (e.)2 4, >0. 则 
Bluu) > u lulia ueH (Q) (6.5.13) 
YueH' (0), 构造 weH' (OEA | 


A w= — (а, — К)и 
| | (6.5.14) 
B w= 0 : 
这 里 (4 B EE(A,B RER TF 
A D= 一 D(a pD) D (a,v) tau 
В`ъ= дь +b | 
дп ° 
2o = a D on", b, =a п" | 
дп 
于 是 式 (6.5.14) 存 在 一 个 解 w 使 得 | 
lwla Sclul, n (6.5.15) 


而 式 (6.5.14) 的 变 分 形式 为 
B(z,w)= 一 | (a,—k)uzdx МЄН (0) 


n 
从 而 令 z =u, ЇЇ 


B(u,w) + В(иш)= 0 (6.5.16) 
其 中 К(и,и) -| (а, — kK)u dž | 
& v =u+w, 那么 
В(и,р.) = Bluu) + B(u,w) + R(u,u) (6.5.17) 
- 一 ] 人 4 一 


pa ИАР АА 


由 (6.5.13) 和 (6.5.16) 得 
В(ир,) > u lulia 3NucH'(Q) (6.5.18) 
但 是 | 
lo ilo = lu + whi a Slul a + lwla (IH(6.5.15) 

<ul a + сїйї = (c+ ОМІ, g 
回 到 (6.5.18) 则 | 

Blu,,)> pu lo ia 

从 而 sup |[B(u,)] 2 sup |B(u,o)| 


›єн'(п) ven") 
tolia 1 Ivha"! 


1 
> т 1А 2 ll, 
调换 u,v 的 位 置 ， 重 复 上 述 讨论 ， 可 以 推出 弱 强 制 的 另 一 个 不 
等 式 . 证 毕 . 
例 1 ” Poisson 方程 Dirichlet 问 题 


Аи= —Au= f ОЙ 
{ и|. =g 在 0 = ГЕ 


©=у=н (0), H=LO=-G,U=Y =H: (0) 


(6.5.19) 


1⁄2 1⁄2 


y: H` (Q) >H' (agQ),0U = ду = H' (gQ) 
x GU = гуно) 
В(и,0) = |, gradu * gradvdx 
那么 相应 的 变 分 问题 是 
求 weH,(O) 使 得 
| B(w.) = </0) Bly gr) МшєН,(®) 


Wu = w +y кй з (6.5.19)088Ш. 
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根据 Fridrichs RER, В(-,-)&Н (Q) 强制 ， 又 出 


于 (4,7) EEHAJ A= A”. y=y , MJ N(A y )= (010 
次 的 Laplace 方 程 的 解 )， 相 容 性 条 件 自动 得 到 满足 . 
例 2” 双 调和 方程 Dirichlet 问 题 


Aw=/ 在 9 内 
| (6.5.20) 


га 
ЖО=уУ=Н'(0), U = V, = H?(Q), ôU = ôV =H” (8Q) 
x н'? (20), SU’=6V’=H (Nx H (90), у 
e£ (0,20), у =7= (у,,7,) KE y , у 分 别 为 59 上 零 阶 和 一 
阶 迹 算 子 . 取 双 线性 形式 


ви) = | AuAvdx (6.5.21) 
п 
那么 有 в(иш) = u иен (Q) (6.5.22) 
实际 上 [ли = | (Y (8 u) + Ya ua u)dx 
n jal iw] 


П = | (Y (дш + L (дд uy Ydx 


О i=l iw j 
但 是 | 
a n 2 ` aoa - ддд 
|, (2,0 и) dx = |, (д,0 ш)(д,д u)dx = | ê u0, è дах 


=f ади" ёд их YueH' (Q) 


Q 
从 而 得 ПА? = lula YueH,(0) (6.5.23y 
于 是 式 (6.5.22) 成 立 .由 Fridrichs KERTA, B(: ，…) 
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是 H,(O) 强制 : ` 
В(им) = [ufa > aluli, Миен (0) (6.5.24) 
由 于 A” ЖН, N(A ` y") 为 下 列 齐 次 问题 的 解 空间 
人 TEAK 


CRAZ. В (Ау) = {0}. BARRE Таи. 


` . би 
由 迹 定理 ， 存 在 u,eH (Q) {Фи | = z, = 
° да cn en 
=, Qu=wtu , A w WE 
{—А w = f- Au, 
| | _ Ow _ 
"a дп ən i 
它 的 变 分 形式 是 
(Киен: (QE | 
| | ， (6.5.25) 
B(w) = «Роу + B(u w) YrveH (Q) 
(6.5.25) Ж — KE , u =w +u 就 是 式 {6.5.20) 的 唯一 解 . 
例 3 考察 Neumann 问 题 
l x = 在 F = 5Q 上 (6.5.26) 


= 1/2 


RU=V=H' (Q), H= G= L (0), 50 - av =H (г), 双 
线性 形式 


ee et me -we eo emmm 


В(и,0) = | (gradu * grado + ир)ах = (u,v) p Yu,veU (6.5.27) 
那么 式 (6.5.26) 变 分 问题 是 
[жн о) 使 得 | 
Blu) = </,0) + <р). veH (Q) 
RECs), OF H'2(r) x H ZIAR. BC: ，) 


在 H (Q) x H'(0) 是 强制 的 ， 而 N(4 7,97) = (0). 所 以 
A (6.5.28) 有 唯一 解 . 


现在 ， 让 我 们 取 不 同 的 基本 空间 ， Vo < «<3, 取 H 


(6.5.28) 


-1⁄2 


\+а 1/2 — 0 


= 1700), U= Н' (0), V = H 
=H T), r= aQ, 那么 有 
定理 6.53 W B(，',*) 是 由 (6.5.27) 所 定义 的 双 线性 形 
式 ， 那 么 
(DBC, s) HTO) xH' (Oo) 一 R 连续 双 线性 形式 ; .. 
(2) BCe, e) Æ H'O) x H (Oo) 上 弱 强 制 . 
证 yu,veD(0), 令 


(О), U= H (Г), дУ 


1+2 


а= -Autu _ (6.529) 
2 | = + ди | | 
那么 В(и,џ) f avax 4 Эп vdx 
从 而 
]B(u,o)] < 191 121 十 ja | По 

UD Н раа 0 каа ди -1/2-8г Vi 2+ ar 
Ih(6.5.29)fniK А.Ж, 

lol шж, Ilia, Selol sar 
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PATET e ee =c ` 


ES 
n 


于 是 — |B(u,)| < сіН, aolol ,ao。 оер) 


由 于 D(Q) # H` (OM (Q) ФА, MABO,- ) 
在 H “(0) x H (QO 上 连续 . 

我 们 只 需 证 明 ，B(，,. ) 在 D(Q) x D(G) 满足 弱 强 制 性 不 
等 式 就 可 以 Миео(0) c H “(O)， 故 可 以 找到 一 个 等 距 同 构 


-—1+@ 


/EH ， 即 


< cllull 


~1/2~aT l-ar 


Л a lul, an 
Sn) = бый, = ЇЇ aa > lul aa 
设 v 是 (6.5.26) 在 /= f., g = 0 下 的 解 ， 所 以 
Blv,,w) = | hwix Мер) 


2 
1—а07 


取 ю=и, 则 В(рш)= Cuy > lal 
题 正 则 性 定理 ， 有 


lol]... SM l = elul 


但 由 椭圆 边 值 问 


1-40 


ik В(и,о,) > = Пи, „Їз. WARTI, V 
е0(9), 
ѕир В(џи,о) > sup as > 
єн! Ole a S! єн!*^ ju t+=Q 
B(u,o ) 
> > 
о ivan 2c rw 


调换 и, о 位 置 ， 同 样 可 以 得 到 弱 强 制 的 第 二 个 不 等 式 .证 毕 . 


例 4 考察 下 列 第 三 边 值 问题 
—Au+cu= f ЖОН 


(ps 在 Fe 上 on 上 


这 里 ceL (Q), с> 0, 8eL”(T)，8 > 0， 取 基本 空间 U = У 
= H` (Q), H=G=L(0), 


(6.5.30) 


| В (ир) = | (gradu • grados + сиз)4х + ф a Buvds 


则 相应 的 Galerkin 变 分 问题 М fe (R! (Q), вен" (y: U - 
Жиен (D) 使 得 
(pc. v) = (роу + (8,0), 
它 有 唯一 解 . 


” 现在， 我们 定义 另外 两 个 Hilbert 空间 .wxeD(D), 定义 范 
数 


хрен (О): 


rr | 


2 - 
„= Г Au t culta t Nuli ag - (6.531) 


U=v=D(Q)#I ` v FANE, 由 嵌入 定理 ， аео? - {р 
#, н” er (T). апан 
B(u,u) = | (— Ач + cu)( — Ab + cv)ax 
ди ó | 
+ ҚС + ви) + Во)аз (6.5. 32) 


定理 6.5.4 jk ceL (Q), бє Cr) 为 任意 的 ， 又 
W (6.5.30) 有 了 唯一 解 ， 那 么 (6.5.32) 所 定义 的 双 线 性 形式 在 О 
xU 二 是 连续 和 弱 强 制 的 ， 
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证 Миоє0, HT eL (©), BELT) fk АЖЕ, Ж 


|B(u,)| < ~ Аг + cul, | — Ao + со} + 14 + 
° 9. ôn | 


+ Buh 052-4 pol y < elul lol, ` 
现在 , 来 证 明 YxeD(DOmU Б 
с Buwa khuli ° (6.5.33) 
ФА; ЕЕ рь Єр), 使 得 
lu ly = 1, B(u u )—0, m= +оо 
因为 可 以 坑 为 下 列 问 题 的 解 
<. teu, = 7, 


диг соте (6.5.34) 
дп thu, = g, 
и д а | 
Ifl =l- Au, + cu io 14,1, 
ди | Е 
Пеи = + и, П, єсїш, 


由 假设 ， 可 知 u， 是 式 (6.5.34) 的 唯一 解 ， 改 
lu l. 6 017, 1а + 1, Nr} <, Blu, u) 
因而 lu 1, <с,В(и и) 
由 此 得 出 了 矛盾， 故 式 (6.5.33)] 成 立 ， 
现在 ,考察 式 (6.5.30) 另 一 变 分 形式 
Wa ~ 使 得 


В(и юр) = (/, — Au + си) + È + Pv,g),r veU (6.5.35) 
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相应 的 Ritz 变 分 形式 是 
Жиес 19и) = inf J (2) (6.5.36) 
其 中 - 
| | | 
J@)= уВ(ымў)— (f, — Ао + cv) g + (22 + Bog) 
注意 到 Y fer (Q) веі (г), 
F(v)= (f,— Av + со) „ + È + Bog) EU’ 
所 以 根据 Lax- Milgram 定理 (6.5.35) 存在 唯一 解 . 由 Galerkin 
变 分 与 Rity 变 分 等 价 性 定理 , (6.5.36) 也 有 唯一 解 ， 它 就 是 边 值 
问题 式 (6.5.30) 的 极 小 化 解 ， 
例 5 Poisson 方 程 Neumann 问 题 


—Аи= f ЖӘ . 
(6.5.37) 


N(A ` 86”) 是 下 列 问题 的 解 空间 
— Av=0 在 QQ 内 
Р 


.=| 一 0 
дп 


HH мА 7,57) = 7, KR (6.5.37) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 
| /4х + $, gds=0 „ _ (6.538) 
Q 


这 个 解 不 是 唯一 的 ， 但 在 N(4,5)* 中 求解 时 ， 则 和 解 是 唯一 的 . 
为 此 , WU = H'(Q) / R, EFES | 
laly = infflvl,, v ~ е} 


由 商 范 数 等 价 性 定理 ($3.7), |, 等 价 于 半 范 |4|,。. 
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A ee TTuDo uU mamaaa ee  ( GlllilH ulga8g I I — -e 


В(й,®) = (gradu,gradv) Yuen, пЄй, LbEU 
feu (О), geH (Г), I(6)= | fvdx + $rgvdx : 
nN 
则 1 人 ) 是 V 上 线性 有 界 泛 图 ( 由 于 式 (6.5.38)), B. 
MI < [ИР + lel zr 
另 一 方面 ，B8(#, 人 四 是 U 强 制 的 和 连续 的 : 


[B,D] < lul, lel, <, ЇЇ, 
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BHA) = Julia > c laly 
因而 在 U 中 ， 
(00 使 得 
В(й%)= 00) "sU 
有 了 唯一 解 , H. 


lul Май, S (Ifl, + igi yar) 


566 适 定 性 


设 算 子 4 是 由 式 (6.4.1) 所 定义 的 ， АЖИ А 
件 (6.5.3)， 边 界 算 子 系 {B} 是 Dirichlet 系统 ， 考 察 齐 次 边界 条 


t | 
Аи = f 在 Q 内 
B.u=0 ÆT = QE, 大 =0,1 m-—1 


取 基 本 空间 U = V= H"(Q)，U, =V =H,”(0), H=G 


= L° (Q).A 是 由 三 重 结构 (U ,H,B( ° , * )) 所 定义 的 形式 算 了 
(Аш) = B(u,u) vu,veU, 
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这 里 8(，,，) 是 由 式 (6.4.5) 所 定义 的 ,利用 Garding 不 等 
6606.54) 6 ” | | | | 
(Аи+ à ишу p lula мией, (6.6.2) 
现在 ， 考 察 如 下 的 算 子 方程 Si д. feH 
Жиєр(А), Au + u = f | (6.6.3) 
显然 ， 当 1=0 时 ， 式 (6;6， DRENE FA (6.6.1) 的 算 子 形式 . 
定理 6.6.1 W A, В (k = 0,1,",m — 1) 2 2т 阶 正则 椭圆 
系统 .其 中 4 是 由 式 (6.4.1) 所 定义 的 . 且 满足 (6.5.3) Ж 
件 . 那么 -vV f eH 算 子 方程 (6.6.3) 成 立 Fredholm 二 择 性 定理 . 
证 . 设 双 线性 形式 вое, ) 是 由 式 (6.4.3) 所 决定 的 ，4 是 
由 三 重 结构 (О HBO, )) 所 定义 的 形式 算 子 ， 从 而 4 + 77 
是 由 三 重 结构 (U ,H.B(- ,-)+ 4.(，,* )) 所 定义 的 形式 算 子 ， 
FE D(A +4 D= D(A) 是 显然 的 . 
由 Garding 不 等 式 (6.5.4) 和 Lax - Milgram 定理 ， 容 易 验 
证 ， 方 各 ШЕ 
(A+; Du=f ueD(4) (6,6-4) 
有 唯一 解 
и= GG f, GQ )=(A+4 N (6.6.5) 
GG Je £(H;D(4)). 由 于 U, 到 HH 的 联 入 是 紧 的 ， 所 以 6G(2.) 
是 H 一 HH 的 紧 算 子 ， 把 (6.6,3) 写成 等 价 形式 
(A +å Du + (4-2 u= f 
或 表示 为 : Жиер(А), 使 得 
u + (4— å GÀ u= GG) (6.6.6) 
ШР + (4 一 4.)G(4,) 是 Fredholm 算 子 ， 所 以 式 (6.6.3) 成 
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立 Fredholm 二 择 性 定理 . 证 毕 . 
it шеу 是 式 (6. 6.3) 的 解 ， 也 是 式 (6.6.1) HERR: 


Bo=Wa YeU。 (6.6.7) 
两 边 加 上 А (иа) 07, ЖИЙ Garding 不 等 式 MRX 
plul < Ifl polil po А, 1; 

从 而 lul a Оа 0 5) (6.6.8) 

为 了 讨论 卉 次 Dirichlet 边 值 条 件 问题 ， 我 们 给 出 一 个 等 价 
的 迹 定理 . 

定理 662 VERIB 大 = 0,1,2,,m — 1} ÆEH Dirichlet 边 
界 算 子 系 НЮ 2m 阶 椭圆 算 子 4. 那么 存在 常数 m, >0, k 
= 0,1,2,…m 一 1 使 得 | 


IB ul <m llul, YueH (О) (6.6.9) 


s-q 172r 


并 且 存 在 右 逆 算 子 B ， 使 得 存在 常数 M ,> 0， 有 
18, (Bw a < M, IB, ul 


s-e, -1/2T yueH (О) (6.6.10) 
(证 明 留 给 读者 作为 练习 ). © 
非 齐 次 Dirichler 边 界 条 件 
B,u=g, ЕГЕ (6.6.11) 


ДР зен"). 由 定理 6.6.2， 存 在 B，'g,eH”(Q) 使 


一 上 


^ 一 ñ . 一 上 外 
FB, glo =в,. 令 》= (В.В, В mai) y =(В, 
B, „В, ih В, 均 为 BA ZH, g= (g,,81， 


1). 32.01 (6.6.10) 得 
ly gl. < Migi 


-1 


5-9 
М ЄН, * 


5-96 1/21 
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(К = 0,1,2,--*,m — 1) (6.6.12) 


考察 非 齐 次 Dirichlet 问 题 
Au = f 在 0 内 . 
{2 u= Z, k=0,1,…,m 一 1， 在 T = 6060 内 (6.6.13) 
它 的 解 可 以 表示 为 f . 2 
u= w + y g `. (6.6.14) 
则 w 满 足 | | 
{2 =/-40 g) ВОЙ (6.6.15) 
yw = 0 在 T 上 
相应 的 变 分 形式 是 : 
ие, 
| _ (6.6.16) 
Blw) = (f) — BQ кр) WEU, 


由 于 BO, ) ÆU, XU 一 R 连续 双 线性 形式 MA (5.1.1) 
定义 算 子 Ae £ (U U) 使 得 
BG go) = Ау g) ng 
ПАС D pa еу gipa (6.6.17) 
利用 (6.6.8), (6.6.12), (6.6.14), (6.6.16) #1 (6.6.17) 有 
lul aa Sl gl. + ИА 
«уа, +ed a + y gl,o t+ lwla) 
Паро SUS +17 1, о t liwli.) 
然而 ,lw Пу gl a Tiula < ly gh + lul, Ж 


lal. Ио ly gh а + Mul а) 


< el + Elesha sarar ШЇ X6.6.18) 
: ;于 是 我 们 又 证 明了 : Оз? О 
定理 663. É (4,8, k = 0,1,2,- m- DEAÈMMN 


RFR, A 是 由 起 (6.4D 所 定 久 的 ， BEARER 
件 (6.5.3), BMT B. k= 0,1m 1 是 一 个 Dirichlet Ж 


统 ,那么 非 齐 次 的 边 值 问题 (6.6.13) 存在 唯一 解 weU,， - 它 满足 
不 等 式 (6.6.18). 


567 半 线 性 椭圆 边 值 问题 - 


本 节 及 $6.8 中 涉及 到 部 分 非 线性 分 析 内 容 ， 它 由 附录 A 


给 出 . . 
考虑 非 线 性 边 值 问题 | 
— Au = g(x,u) OX:x€Q J 
(oo =0 Мсєдо (6.7.1) 


其 中 9 是 R” 中 的 有 界 开 集 ，n 2 2, g 满足 Caratheodory 条 件 . 
FEDAC, OAC, DARL OME (Q) PHAR: 
引入 双 线 性 形式 ，B:H,(O) x Hi (0) 一 RR 定义 为 
Blu,v) = | gradu • gradvdx = (gradu,gradv) 
0 
若 设 Б 
(1) lex, Di Salt le, b>0 . = (6.7.2) 


(2) 0<бс<о, =(n+2)/(n-2) (6.7.3) 
(3) а(х\)е1®*?” (Q) (624) 
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Н. (0) 10), 1< p< p, = 297 (п — 2), H% p< p, 
г BP. KPK A RS HEE A.1.3， 此 嵌入 等 子 是 弱 连 续 的 . 
Ra, Жр, НЖЖ, 17р +1/4,=1, Wa, 
= 21 / (л + 2) = 1+1/0,. 5 (0+ 1) ио 1+ 1/0> 1 
+1/0,=9,, В aje L" (Q). 故 可 以 证 明 ， 当 《(D (3) W 
Ж, (e(t ,u),?) 是 H; (0) БЕНЯ. 实际 上 ， 
H Hoelder 不 等 式 ,有 
(gCx ,4),0) = ПА g(x, u(x)o(x)dx 


< | ао) + alul" х 
[9] 
|4 1/4 P 1/ р 
< о d о, j о d | е 
“Жош н аху 
., . taf M м а, ху” . (| "ад" 
аы а 1°, а (6.7.5) 


щг= 09 <р, 时 ， 上 述 不 等 式 才 有 意义 这 就 是 说 应 应 该 有 = 
<p, 719.=p -1=c， 这 正 是 条 件 (2)， 即 (6.7.3) 式 


Xu! (Q) < L” (Q), 所以， 上面 不 等 式 为 
[exu os М (ай a talul 


= lal lvl 


o4, ü opa T 


aala 
则 (ебх,и)) 是 H'(Q) ЕР ЕЗГЕШ. 由 Riesz 表示 定理 ， 
存在 S: H'O H  (Q)， 使 得 

(g (xu v) = <S (u) vY Yve H (0) (6.7.6) 
从 而 ， 非 线性 边 值 问题 (6.7.1) 的 变 分 问题 是 
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求 xeH'(0), 使 得 o R 
B(u,) = (g(* шр) МЄН (О) (6.7.7) 
.与 线性 边 值 问题 类 似 ， 有 
О Ви) = Аш ру Мен (О) ` 


?及 (Аш-5(дду=0° YoveH'Q) ` (6.7.8) 
% тна) нож у | 

| Ти = Аи — 8(и) (6.7.9) 
则 有 | | [ 


引 理 6.7.1 Н (6.7.9) 式 所 定义 的 算 子 T:H' (0) =» H '(Q) 
是 位 势 算 子 RESA | 
. PAIE) 
f(u) = 2], (gradu) dx 一 | oj #(ху)а! (6.7.10). 


‘grad f/@)= Ти, с (6.7.11) 

Ж hF g WE Caratheodory 条 件 ， 则 由 定理 人 .3.2 М, 
如 果 к 的 Нецыцкцӣ RT G EL (а) L (Q) 的 映照 上 TA 
=L N 则 6 о, 且 其 位 势 是 (4.52) 式 .这 里 取 p= 1 
+ 0; 9 一 2， 我 们 证 明 G п L0) L" O ри. 
由 假设 式 (6.7.2)~ (6.7.4) Nl, Vu eL” (Q), 

| la ax < | la+b|u|” |“ dx 

< "|, (la| + Бах 

oq Q 


Sela te ИДИ 
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Ш IGON, 0141,2 + 141, а) 
ИТК зше], (0) 

AT G: 1'(0) 1° 是 强 位 势 算 子 ， 而 且 其 位 势 为 

‚ (и) = f aj коош Mue L” (Q) (6.7.12) 
Tm B.# L” (Q) 中 ,grady(w) = G(u), 由 是 连续 的 AZu,ee L” (Q), ү 
的 Fréchet 微分 为 | 

арби) v= f g(xanu()dx = (а(х) 67.13) 

注意 到 条 件 (A.9.3)， 有 p=1+o<1+o, =p, ШКА И 
知 HI(O) < L”(0), Жєн O. EHO Ф, 少 是 可 微 的 ， 
因为 由 (6.7.6) 和 (6.7.13) 可 得 


dylu)" v=<Slu)v) Мирен, (0) (6.7.14) 
由 grad ж, AEH (0) Е, Ж 
grady(u) = S(u) (6.7.15) 


此 即 5 是 位 势 算 子 ， 在 H' (9) 上 它 的 位 势 是 水， 注意 到 和 A 
e £ (H'(Q),H (Oo)) 及 其 位 势 性 质 ， 可 知 T 也 是 位 势 算 子 且 共 


位 势 为 式 (6.7.10). 证 毕 :. 
定理 6.7.1 40<0<1, Б 充分 小 时 ， 由 式 (6. 7.10) 定义 


ӨЕҢ f(u) 在 H! (Q) 上 达到 它 的 极 小 值 、 从 而 边 值 问题 (6.7.) 
的 解 存在 . | 
证 “首先 证 明 由 式 (6.7.10) ТЖ А / ЛЕН, (Q) Еж 


弱 下 半 连 续 . 这 是 因为 式 (67.10) 式 右 端 第 -- Ж ||, M 而 半 
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To VODNO ee сыаната est лерин» oas assis (ЗЕ © 


范 |ul,,。 是 弱 下 半 连 续 ， 而 第 二 项 
u(x) 
yo 人 ax| gwdt YueL’(Q) p=itso 
在 H'(0) 上 是 弱 连 续 的 .事实 上 ， 令 uu (在 H'(Q) h), 
由 于 1<p=1+o<p,=1+o,， 有 H,(Q)cL”(Q)， 从 而 


在 L"(Q) hu, > ww ,又 在 引 理 6.7.1 中 已 证 明光 在 L"(Q) 中 


ДЕА, Л уби) уби). ATEH O 上 ,以 及 /是 
弱 下 半 连 续 . | 

其 次 ， 我 们 准备 用 定理 A.7.4 证 明 算 子 方程 (6.7.9)， 即 Tu 
= Au 50) = 0 有 解 ， 从 而 边 值 问题 (6.7.1) 有 解 . 这 里 只 须 考 
Z . 
fu) Z Mula ®%, H lul 一 0 时 一 致 成 立 . 
由 Friedrichs 不 等 式 易 知 

llul > lelia /20 + e) 


这 里 是 一 个 只 与 @ 有 关 的 常数 .同时 还 有 


b 
б) < lall huh 


ааа lull na T 
bM” 

[ЛИЙ 
G 十 1 2. 


< Ми „(бай a t ) 


这 里 利用 了 H. (Q) = L” (Q). KA 


J (u) > ШИ ЬМ“ lull.) 
lulo 20 +c?) 0 十 1 12,0 


当 0<o<1I 时 ， 可 得 f(u) luli aga 2, 当 141,90 时. 


—M(lall,, а + 
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що= 1 了 时， 利用 Friedrichs PRHA, A 


уш] < lal; lul ag + lul 


2 


0,20 
b 2 2 
«сар a + lal aa lula 
, О, 
fu) l— bc 
从 而 > ul — lal aa 一 oo 


lula  2(1+ c) 
当 Jul aa 90 时 一 致 成 立 ,只 要 


5<17vec; (6.7.16) 
因此 0<o<1,b<1l/e 时 算 子 方程 (6.7.9) Ж.Ш. 


$6.8 拟 线 性 椭圆 这 值 问 题 


考察 下 列 拟 线性 椭圆 边 值 问题 
Í — a (Ilgradu|” a, u) = f 在 Q 内 
u=0 在 6 上 


这 里 Qc R" 是 凸 的 开 子 集 ，P> 2. |gradu| = (F (6. 0 人 .此 


(6.8.1) 


时 注意 在 Н! (О) 中 ,全 范 和 半 范 是 等 价 的 . 
定义 拟 双 线性 泛 函 В(и„):Н (0) x H ”(Q)— R: 
B(u,0) = [ | |gradu|” ‘gradu * gradvdx ` (6.8.2) 
лані унио) 一 R， MERER _ 
Ло) = 1), lgradv| "dx — <f w) моен! (Q) (68.3) 


对 应 于 (6.8.1)， 其 变 分 问题 是 
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Жиен (Q), 使 得 
B(u,v) = (луу 7 SoeH (оу (6.8.4) 
同时 ， 考 察 极 小 值 问题 | 
| Жиен? (Q), 使 得 


JG)= inf Л), (6.8.5) 
зені? (0) 
引 理 6.8.1 函数 a(x),b(x)eL”{9), 则 
Í! a|” Kal КЫШКА (6.8.6) 
а 


证 由 Hoelder 不 等 起 , 得 
| ар) dx < (| jale ах)!" (J |b | ах)!” 
Q Q o 


1 . 
4 (p — ky: = p, ks = p, 则 > 十 了 一 H. 


| a|” jo adx < (| la|” axy c| lbj” dx) 
о п a 
从 而 得 到 (6.8.6) 式 .证 毕 . | 
引 理 6.8.2 Мирен (Q), IÇ (6.8.4) BE X. В(и,р) 
тн ийни, зы 
|В(и,ь)| < [| 


此 命题 由 引 理 6.9.1 易 得 . 
由 这 个 引 理 可 知 ， Yuen,” (y, 存在 算 子 A: н!) 


И | (6.8.7) 


1..0 1.2.0 


н "(0), 元 + 了 = ， 使 得 AueH-“， 以 及 


B(uv) = (Аи оу Хен!” (0) (6.8.8) 


一 140 一 


引 理 6.8.3 由 (6.8.3) 所 定义 的 泛 函 Jo) 是 Frechet 可 微 
5. HV veH (О) 
(gradJ(u),r> = (Аи — fwy = Blu) — (Гоу (6.8.9) 
证 


J(u + 0) — ЈО) = T (tu +el sa 一 ol а) ~ СР? 
ER . . 
К(и ш) = J(u + n) — (р) — (В(и,о) — < fy). 
= ut oN pa 101,2) BG) 


-了 larada dl dx — | |вгайи|'ах 
- | leraaul” gradu .pradodx 
ЖЕ, MRF: сев" IE 是 二 次 可 微 的 ， H 
FG) = 1877, 1<ign 
д ЕС) = p Del ee +17720, тка 
由 此 ежи) РО) = |4)” En + s (&m) 


ЖГ ADAE нр. 
故 | ЇЕ(кгай(и + o) — F(gradu))dx 
о 


= | |gradu |° "gradu • gradvdx + R (u,v) 
о 


|R(u,o)| < со ([gradu | + [gradv|)” [grado] dx 
a 


由 引 理 6.8.1, 有 
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i ык олам 


|R(u,)| < с(ру(йнй „+ fol ao Ilia 


从 而 有 EED „о, H lol „ә 0. 以 及 式 (6.8.9). 证 毕 ， 


йрй л 


定理 6.8.1 IH (6.8.3) 所 定义 的 泛 函 Ли) E H” (Q) 上 是 严 
格 西 的 . 因而 算 子 4 是 严格 单调 的 . | | 

证 HPO, Эйр> 1 时 ，F(D) 是 严格 凸 的 ， 
故 J(u) 是 严格 是 的 . 从 而 gradJ(u) = Au 一 是 严格 单调 ， 即 4 
是 严格 单调 . 证 毕 , 

引 理 6.8.3 告诉 我 们 ， 算 子 Tu = Au - /是 位 势 型 算 子 ， 
并 且 位 势 就 是 由 (6.8.3) 所 定义 的 泛 函 Ju) ER, Ши 
Æ Galerkin 变 分 问题 (6.8.4) 的 解 ， 那 么 由 (6.8.9), ú 也 一 定 
是 Ja) 的 驻 点 grad (и) = 0; 620, Яги Ж Ди) 的 驻 点 ， 则 
也 必 是 (6.8.4) ЙЕ. | 

由 定理 6.8.1 知 ，T 是 严格 单调 的 ,那么 应 用 附录 定 
理 A.7.6 可 知 变 分 问题 (6.8.4) 与 极 小 值 (6.8.5) 是 等 价 的 ， 从 而 
我 们 得 到 

定理 6.8.2 MMAR (6.8.5) 与 Galerkin 变 分 问题 (6.8.4) 
是 等 价 的 . | | 

进而 ， 我 们 还 可 以 得 到 

定理 6.8.3 ” 极 小 值 问题 (6.8.5) 的 解 是 存在 县 唯一 ， 从 而 
变 分 问题 (6.8.4) 的 解 也 存在 唯一 ， 

证 ”利用 附录 A 的 定理 A.7.5， 我 们 只 须 证 明 算 子 A 的 强 
制 性 ， 因 为 | 


` Г рр z 
《Au,uy = | lgradu| dx = И 
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故 


《Ar zy》 = |ua +оо, p22 H |н] 一 o 


lul а » әй 

注意 到 A 是 严格 单调 的 ， 即 可 得 到 所 需 结 论 . 证 毕 . 

由 于 A 古 严 格 单调 的 ， 由 定理 A.6.2 n] I , Ju) 是 弱 下 半 
连续 . 实际 上 ， 可 以 进一步 证 明 算 子 A 是 强 单调 的 ЕП 
是 Lipschitz 连续 的 .… 


定理 6.8.4 ҳре(2,00). Ж А:Н'” (0) >H" Q), +; 
=.1， 是 由 式 (6.8.8) 所 定义 的 , 则 存在 二 个 常数 «> 0, М > 0, 


使 得 -Yu,veH” (Q), 有 ， 
аи — Ol? pa < Аи — Av,u — 0) (6.8.10) 


[Аи = Arl a S МОЇ, pa t lol...) Hu ~ vl, „(68.11) 
证 ”为 证 明 式 (6.8.10)， 我 们 引进 辅助 函数 
g: (CES= [(¿,m)e R° x R £ # n) = 
НЕЛИ 
XE čen RR R th Euclid AR.: НВ а> 0， 使 得 
A (čes, A 


— p(t = (6.8.12) 


a < g(¿,n) i (6.8.13) 
由 此 容易 得 出 式 (6.8.10). 首先 注意 由 于 
№ +0, Ф(0,л) = 1 (6.8.14) 
ДЫ. АЯЙ EE 5 ОНОН. К, 证 明 
WEES, lën >O (6.8.15). 


考察 下 面 的 不 等 式 
(ер G — m) 
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= 1 (ET? + |n|” 2 + 1 

> | =t Iyl- La lel + [n]? 
= (|z — ПОНЕ 190 >20, м [nl (6.8.16) 
对 于 第 一 个 不 等 式 ， 当 且 仅 当 = hE， пев 时 ， 才 能 变 为 等 
式 .余下 的 是 考察 1 = -的 情况 ， 但 此 时 有 dE g 
= 1317) (Ер) = 4" > 0. 最后， 我 们 只 须 考察 < 一 
= (1,0) 时 的 情况 ， 这 是 由 于 -YV4> 0， 有 oltin) = oln) 0 

及 Euclid 内 积 对 于 绕 原 点 的 旋转 是 不 变 的 . 由 于 
lim oğ.) = 1, (6.8.17) 


= е 
ЯРА = (у ,т,)е(в 0—00) 在 аа 
Ж .为 此 设 
1 一 1 十 jcosbg， n, = psin0 
简单 的 计算 表明 | 


ол) = 1 + Ф соз. 9 + s(p,0) 
р 


Ж -у0=[0,2л), limelp, 0) = 0 一致 成 立 . АЯН . 
ОГО 如 p=2 
апо) ={ жо; 

把 (6.8.14) 到 (6.8.18) 读 不 等 式 联合 起 来 ， 可 得 式 (6. 8. 13). 

为 了 证 明 (6.8.11)， 了 即 Lipschitz 连 续 ， 再 引进 辅助 函数 
у: (,)є5 = {єн x R°, сен) 

(ПШ ер 24. 

1 = 2105110" 

我 们 要 证 明 存 在 M > 0， 使 得 


(6.8. 18) 


— (¿m = (6.8.19) 
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YEmeSs yeEmMEM у с (6820) 
因为 : š . 
Мей, VOMD=1 1. (6.8.21) 
可 以 假设 上 关 0. 和 前 一 部 分 讨论 一 样 , 只 需 讨 论 ¿= Z= (1,0) 
时 的 情况 AERA (44,28) = (п), Мл > 0 以 及 对 于 绕 原 
点 的 旋转 Euclid 范 数 是 不 变 的 -同样 有 
lim y(nD=1 < (6.8.22) 


PET | 
为 了 研究 函数 站 = on ER? -E (Z) ERE ОП 
HEA, RILA n, = 1+ pcos0， n, 一 psin0， 此 时 ， fi 
ёл) = 27A p(p— 2)соз 0) + cp,0), 
这 里 -V0e[0,2n),lim elp,0) = 0 一 致 成 立 .从 而 


lim supy (š, у) < + oo В (6. 823) 


aot 


从 式 (6.8.21) 到 (6.8.23) 可 得 到 (6.8. 20). 作为 一 个 排 论 ， 
对 -Y {лє *, Ж 
||” а Т1 ер ми 0н EN? (6.824) 

为 了 进一步 得 到 式 (6.8.11)， 我 们 从 定义 出 发 

[CAu — Аш,» | 
Z 

这 里 V = H” (Q). 由 不 等 式 (6.8.24), Ж 

|KAu — Av,w)] 


[Ан — Avi (6.8.25) 


— aQ = sup. 
weY 


= | (|gradz| “gradz 一 (агаа ?raaderadwd dx 
0 


< | llgradu|”™’ gradu — |gradv|” 一 ?gradvllgradw |х 
а 
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< м| |grad(u — 1) |(|втади | + |вгаёо|)” *|gradu]dx 
0 

< мі] (lgradu| + grado)’ ах} 72" ы о, П, а 
а ‚а, 


(р — 2) 
) 


< M (iul „+ lol, so) lu 1, pa lW 
从 而 根据 式 (6.8.25) 得 出 式 (6.8.11). 证 毕 , 
其 次 考察 更 为 一 般 的 拟 线 性 椭圆 边 值 问 题 . 设 QcR" 是 
有 具有 光滑 边界 荆 的 有 界 开 集 ， 考 察 下 述 拟 线 性 椭圆 型 方程 
((— 1)“ D (a (u(x), Dul), D u) = S(x) | 
l| < m, 在 Q 内 | (6.8.26) 
ач) с 0 [= <т-1 在 边界 T= óQ E 


d= У 1, = 60600,76 )eR ， 那 么 设 


І. «т 


LP Q 


4 


(1) a (x,ë):Q х R КАМЮ. 
(2) |п„(х, |<с4{7'+1) c>0, 1<p<o vret, 
4 


сєк ! . . 
(3) Y la č) a (х.т) — 41>0 меле 


I<" 


{её лаз ЕШ. 


(4) У а (96, > c (ltl ER e, >0 


ает 


duw) = | a (x,u D'u) ‚ D °udx, Yu peH” (Q) ` 
Q ` 


于 是 对 应 于 (6.8.26) 的 能 解 为 
Жиен” (О) 使 得 
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— a wenn $ 
Cs 


| (4u — Sv)=0 AH” (6827) 
利用 00), (2) 不 难 验 证 ,YueH""(Q), |a|< m, H 
a (u D 'u)e L° (Q), 1 +1 = | 
ш p q 
由 Hoelder RER, MAV нєн” (0), реН” (Q), (Аи) 是 
有 有 意义 的 ， 并 且 
(Auns (|а|, eln, 
其 中 9: [0,o) 一 R ， 是 连续 的 ,所 以 4veH，”(Q)， 故 笋 
子 4: u— Au Ж H””(0)—> H О) ЖЕЙТ. 
现在 米 证 明 , 4 是 单调 的 .因为 “ 
(Au — Ар,и — t) 
= (а ( ` u, D u) 一 a ( + w D o), D u — D `x) 


Yu peH (Q) 


= | 5, (a (+ upea l ‚юе (Ри — D ° p)dx > 0 


О яки 


这 里 我 们 用 到 条 件 (3)， 另 由 条 件 (4)， 有 
(дол) = (a (н) р> c f (Y p 


О |< 


P 
一 Пах 


Rp (Коо) > сой, е, 
其 中 <。， с, 为 常数 ， 另 外 


(Ар,г) p-1 -1 
DL P eloi е tolz, о, Bol, > + с 
mp 


所 以 ， 算 子 4 是 单调 各 强制 的 ， 由 于 H””(Q) 是 自 反 的 和 可 分 


的 Banach 空间 ， 根 据 定理 A.8.2 可 以 得 到 如 下 存在 性 定理 : 
定理 6.8.5 Au 是 由 拟 线性 椭圆 型 边 值 问题 (6.8.26) 所 
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定义 的 非 线性 算 子 , 它 满足 假设 (1),(2),(3),(4). 那么 YS 
eH ““(Q)， 算 子 方程 Au = SE Н” (О) 上 存在 唯一 解 . 进而 
ШУН" (Qc V cH"(Q) 为 一 闭 的 子 空 间 ， 那 么 -VS'eV'， 
M Au = S ТЕУ 中 有 唯一 解 . 
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1 —— 
sosa. —— 


Е — t Z S 5 I 
ЖЕКЕ ERER, ЕНЕДИ ЕЛИНЕ НЕШ 
论 ， 以 及 它们 在 一 阶 发 展 方程 和 其 些 非 线性 发 展 方程 中 的 应 用 
571-9 ж 


让 我 们 考察 热传导 方程 的 初 边 值 问 题 = 
求 u(x,f): [0,z] x [0,0]>R, 使 得 


u =U | 0<х<л, t> 0 ( 

7 7.1.1 
u(0,t) = и(п,) = 0 t> 0 ) 
u(x,0) = u (x) 0<х<л 


利用 分 离 变量 法 ， 令 u(x,) = XOTE), ИЖ 
| (х) + 1X = 0 
буо = Х(ш) = 0 
T+AT=0 _. 
众所周知 ， 它们 的 特征 信和 特征 前 数 为 Е . 
À, = n? , Х (x) = sin(nx) Мп > 1 


以 及 r =e", 出 问题 (7 1. рта 
u(x,t) = Eu е" ‘sin(nx) (7.1.2) 


共 中 {и") 是 初始 条 件 u 的 Fourier 系数 ЫП 


一 149 一 


Tree  — I. o 


n 


u = zf u (x)sin(nx)dx п2 1 
o л o o 


显然 Mu ,， 由 经 典 的 数学 物理 方程 理论 知 “可 以 得 到 唯一 的 
一 个 解 x(x,D， 它 由 (7.1.2) 表示 . 同时 ， 也 以 表示 为 

и(х„) = S(Ou, (7.1.3) 
不 难 证 明 ，S(D) 是 从 "(0,7) A L (O, 的 线性 连续 算 子 Tii 
eR ,一 S(t)e (10,1), 1200,1) 视 为 一 个 抽象 函数 "ЕЦ 
边 值 问题 (7.1.1) 所 确定 , AL t, ER, n 


SU u, = y u'e т" sin(nx) 
则 


ы -а% -nt 
S(t JSU u, = y u'e ' sin(nx)e : 
n=l . : 


ы Pe t) | 
п 一 t t n 
=J u'e ` ' *sin(nx) 
nel 


因而 S(1,)S(1,)= SE, +r,), t t, > 0. 这 就 是 半 群 伍 等 式 ， 
并 且 由 式 (7.1.2) 可 以 看 出 S(0) = 7. 最 后 
lSOu l е "lu,l,, (7:1.4) 
这 表明 式 (7.11) 定义 了 一 个 可 压缩 的 连续 半 群 ( 见 $7.2.. 
对 于 非 齐 次 问题 


u =u, + /G.t) OO<x<x,t>0 f 
u(0,t) = и(л,/) = 0 t> 0 (7.1.5) 
и(х,0) = и (х) О<х< яп 


it DEL (0л), Yt > 0， 故 有 展 式 
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кы) = X зіп), Ж) 2 | уыл 
asl 0 


4 и(хи)= > u (Dsin(nx), 那么 


人 nu (0) = Га) 1>0 
u (o)= u° п> 1 
从 而 有 解 


nr) 


иие" | e f (ndr - 


o 


则 式 (7.1.15) 的 通 解 可 以 表示 为 
u(x,t) = 5(0и, 


+ Ni Ë У, е танана д | Eoded 


оо anni 
或 表示 为 算 子 形式 | 
u(x,t) = 5(0и (x) + | S(t— т)/(х,т)4т (7.1.6) 
0 
这 就 表明 ， 非 齐 次 的 解 仍然 可 以 用 SO 来 表示 . 热传导 方程 这 


种 解 的 表达 形式 可 以 推广 到 更 为 抽象 的 抛物 型 方程 的 情况 . 
72 线性 有 界 算 子 半 群 ` 


以 后 ， 如 无 伟 别 志明， 我们 总 假设 H 是 Hilbert 空 
间 ,(。,*) 和 上 "分别 为 它 的 内 积 和 范 数 . 

定义 7.2.1 #kH 上 定义 的 单 参数 算 子 族 f5(1),1> 0 2 H 
上 线性 有 界 算 子 半 群 ， 如 果 它 满足 : 

O) Se £ (HN Е 1 500) REH .上 的 线性 有 界 算 子 ) 
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Te А — Y С 


(7.2.1) 
(2) S(0)= I (Н 上 的 恒 等 算 子 ) (7.2.2) 
(3) $@+т)= 5(@)+ SG) Ми. t> (ERPE) (723) 
其 次 ， 疗 还 有 下 式 成 立 ， 称 此 有 界 算 子 半 群 是 一 致 壕 续 的 : 


lim IS()— Г, = 0 (7.2.4) 
又 如 果 除 了 式 (7.2.1) 一 (7.2.3) 外 {S01 > 0} 还 满足 
lim S(t)u = u Миен (7.2.5) 


则 称 此 有 界 算 子 半 群 为 强 连 续 半 群 ， 记 为 C” 类 半 群 . 
定义 7.2.2 ШТА | 


рка) = {шєн: lim SOE fete} (7.2.6) 
Аи = im ЭО” ~ р *5(}и|_„ YueD(4) (72.7) 


则 称 4 EFR (500), > 0} 的 无 穷 小 生成 元 ， 而 D(4) 为 4 的 定 
Хм. 


引 理 7.2.1 SOEC ЖЕ, ， 则 存在 常数 w > 0 
和 4M > 1， 使 得 
150291 „ы, 
证 ЖАРЕ 4 n> 0, ERY ге [0и], ISO sm 是 
有 界 的 IRR, MEETER И |, 200, Віт, = 0, 


< Me” М0<1< + co (7.2.8) 


8150 pan > 由 一 致 有 界 性 定理 推出 ， 必 然 有 某 些 ve H, 
ERIS ulem 是 无 界 的 ， 这 与 式 (7.2.5) 矛盾 . 故 Y i 
e[0,n], ISC Ul eom SM. ХИ ISO om = 1, ТИ M 2 1. 
&о=л logM 20, BZ r> 0, # (= nn +, 0< ó<n. 
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waqway em алаа ос 0 


从 而 由 半 群 的 性 质 有 
Isl sa = ISOSTI pa SMMM” = ме“. 
证 毕 . 


定理 7.2.1 Ae £(H), Ë Y A" /n! Ж £ (D 中 收 


80, ， 记 为 Exp(A), 1 一 Exp(14) АЕ R + £ (H) 的 无 限 可 微 商 数 ， 
并 且 满 足 и 
D [Exp(¿A)] = 4+ Exp(t4) = Exp(tA) A ER (7.2.9) 
ЯА, A, EEH ARA A,=A, A, MI 
Ехр(4, +A ,) = Ехр(4 1) » Exp(A ‚) (7.2.10) 
证 ШЕАЕ2(Н), 所 以 级 数 


5(0) = Exp(tA) = 了 GA) / n! 


对 每 一 个 :ER 按 范 数 收敛 ， 从 而 对 每 个 :ER 就 定义 了 一 个 再 

于 的 线性 有 界 算 子 . 显然 ，S(0) = Ехр(04) = І, 由 直接 计算 得 
S(t + z) = Exp((t + z)A) = Exp(tA) * Exp(zA) = S(t)S(z) 

所 以 SO 是 一 个 半 群 ， 又 因 


(Exp) D / r— A= 1 EGAY Zn, {5 0, 


ПАН 


Ж |Exp(rA) 一 了 1 san SHAI оце“ ， 从 而 满足 式 (7.2.4). 


Вр {Exp(r A), > 0) 是 一 到 连续 半 群 .又 因为 
|ExpGA)—D иг АЙ, 


<А, * NExp(tA) — Ill „м, 


ERI 4 是 Exp(14) 的 无 限 小 生成 元 . ШЕ 1 Ехр(1А1) Ж 
=0 处 右 可 时 ， 了 有 卫 共 右 导数 为 | 4， 所 以 ， 在 上 =0 处 式 (7.2.9) 
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成 立 . 由 六 群 性 质 可 推出 对 每 个 reR , ， 式 (7.2.9) 成 立 ， 
式 (7.2.10) 可 以 由 Exp(4) 的 定义 及 4 对 缚 法 运算 可 交换 而 得 
到 ,证 毕 . | | 

由 这 个 定理 的 证 明 还 可 以 得 到 

推论 7.2.1 若 4eE(H)， 则 Bxp(t4) 是 一 个 C"” 类 半 群 ， 
ЖН 4 是 Exp(14) 的 无 限 小 生成 元 . : 

定理 7.2.2 ”线性 算 子 4 是 一 个 有 界线 性 算 子 的 C ”类 半 和 群 
的 生成 元 ， 当 了 且 仅 当 4 是 一 个 线性 有 界 算 子 . | 

证 设 4ed&GH). 由 推论 7.2.1 知 .4 是 Exp(t4) 的 无 限 小 
生成 元 .反之 ， 设 4 是 C" 类 半 群 S(1) 的 生成 元 ， 固 定 p > 0， 
使 得 


JI — р | $(т)йт] so < 1 
Bo | едас тй, Kif sod їй. {Р 
0 0 


h (S(h) — D| sea: = Л (f S(h + т)ат 一 | во) 
0 о 0 


=h - (三 $(т)йт — [ seat] 


p+h . h p -! 
asw- n-a] 5(т)ат — | seo) | seat] 
p E 0 0 
Xhon, ERRU, л (8S( 站 一 站 按 范 数 收敛 НИШ 
E A= (s(n — pÍ | soa) ， 这 表明 Ae £ (H) ,证 毕 ， 
0 


由 式 (7.2.8) 知 ， 如 果 w = 0， 则 SG) 必 是 一 致 有 界 闭 群 . 
定义 723 06 (7.2.8) 1, о= 0, M = 1, #:5()5С' 
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类 压缩 半 群 ， 简 称 为 压缩 半 群 . 
定理 7.2.3 0500) С° AFE, А ЖЕНИЛ 
元 ， 那 么 : 


th . 
(1) Миен, lima ~| S(tudr = Sa (7.2.11) 


t 


(2) VueHB, | S(r)udre D(A) 
0 


„(| зона) = 5(1)и — u (7.2.12) 
0 
(3) YueD(A), S(iyue D(A) 

D S(D)u = AS(Du = 5(1)Аи (7.2.13) 


(4) Vu e D(A) 


5(ди — 50и = | S()Audr = | А 5(т)иат (7.2.14) 


证 (1) шу Sau 的 连续 性 可 得 .为 证 明 (2), иен, А 
> 0， 则 


t 


h CS(h) 一 nf S(r)udr = h 了 | (S(h + r)u — S(r)u)dr 
0 0 


+В Н 
- || S(r)udr — | зна} -! 
А 0 И 


pith t 
=h f S(rjudr— h ` | S(r)udr 
0 


z 


ло", NH | se)udrep(a) H 
0 


Н 


4| S(r)udr = $(ї}и— u. 
0 


为 了 证 明 (3), WRueD(A)h>0, riso, HASU 
+ hju — S()u) = h (5(Аў)— DSG(Ou = h SOS — u), HD 
当 户 ”0”， 极 限 存在 ， 且 为 
D $(гун = А5()и = 5(0)Аи 1>0 
Ж S(Du 的 右 导数 存在 现在 还 应 证 明 ， 它 的 左 导数 也 存在 . 
事实 上 
h (ди — SG — Юш) — S(O)Au 
= S(t — hh (5(А)— u) — Au] + {S(t — h)Au — 5()А u] 
当 关 一 0 时， 上 式 右 端 前 是 零 , 因为 第 一 项 ueD(4) AR ISi 
一 A 首 在 0<h< 1 上 有 界 ， 而 第 二 项 则 由 S(1) С" 类 半 群 的 
原因 . 从 而 有 
DS(Du= $()Аи YueD(A) г> 0 
故 有 式 (7.2.13)， 
关于 (4), 只 须 对 式 (7.2.13) 从 + 到 e 积分 即 得 .证 毕 . 
定理 7.2.4 ШАС" 类 半 群 S( 的 无 限 小 生成 元 ， 闭 
LDA E H PHAR, FHA 是 闭 线性 算 子 . 


证 Миен, $ w(r)= 0， | 5(оиат, 则 由 定理 7.2.3 中 
0 


第 (2) 点 知 w(DeD(U),Yr>0. 并 且 由 式 (72.10) 知 ， 当 (0” 
mh, w> 50)и 二 ww， 从 而 D(A) TE H HRE. 
为 了 证 明 4 Жн, (а Ye D(A), ÉS E H 中 
有 >u, Au >W, HAER (7.2.14), 有 
SDu, -и = [золи а: (7.2.15) 
0 
Ж] Е, ап зоо hh, 3 (7.2.15) 有 极限 
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S(Du — u = | (нас. (7.2.16) 
0 


上 式 两 边 同 除 以 :> 0, LẸ ! 一 0”, 则 由 式 (7.2.11) 得 
lim ft "080и — и) = S(0)w 


+ 一 0 


由 式 (7.2.90) 知 ve D(A); 由 式 (7.2.7) 知 4x = ж. ШЕ. 
S73 半 群 的 无 限 小 生成 元 


这 一 节 ， 只 讨论 压缩 半 群 无 限 小 生成 元 的 充 要 条 件 ， 
RI Hille -Yosida 定理 . 

我 们 知道 ， 线 性 算 子 4 的 预 解 集 p(4) 是 这 样 的 复数 
域 ，p(4) = {А 是 复数 ， 使 得 4 一 4 是 可 逆 的 }. МИШ, ЖА 
eo (A) ШЇ (41— А) 'є &(Н).1а 

RO:A)= (41— А) ' (7.3.1) 

Ж АА) ЯТА 的 预 解 式 . 

为 了 证 明 Hilie 一 Yosika 定理 ， 我 们 需要 下 91 引 理 

引 理 7.3.1 ” 设 线 性 算 了 4 满足 

( л 085, EDA EHT TAE. 

(2) 4 的 预 解 集 (4)>К,, #4 > 0, 


IRAGA) gon <А. (7.3.2) 
则 有 lim ¿RQ;A)u=u ueH (7.3.3) 
证 YuED(4), 有 


IAR; 4)и — ull = ПАКО; А4) = | К(2;А)А и 
<A Aul—0, 
щл oki hR, 
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lm2R(AA)u=u YueH 
. уз 
Е. 


M> 0， 定义 算 子 4 的 Yosida 逼近 为 
А, = ААК(ДА) = А RQ;A) — 21 (7.3.4) 
于 是 有 


5152 7.3.2 MES|EB 7.3.1 中 条 件 (1),(2) 27, ШХА > 0， 
ЎТ А 的 Yosida 逼近 4 ,满足 


(1) А,є&(Н) (7.3.5) 
(2) Vue D(A),14 „ий < lAul (7.3.6) 
(3) im A u = Au (7.3.7) 


4— 


H 由 (7.3.4) 可 得 到 式 (7.3.5). 由 式 (7.3.4) 及 (3.3.2) 可 得 
A (7.3.6). 又 由 式 (7.3.4) 和 (7.3.3)， 有 -YueD(4) ， 
lim A ,nu = lim(44R(4;A)w) = Au ЕВ. 


51227.33 i58 7.31 中 条 件 (1), Q) 成 立 V2>0, А, 
Ж А йб Үозіда аі, ДІА, 是 C 类 压缩 半 群 Exp(14,) 的 无 
穷 小 生成 元 ， 并 且 2YueH, 44> 0 ， 有 
IExp(zA Ju — Exp(tA „Jull < lA, u— Aul (7.3.8) 
证 ”由 引 理 7.3.2，4 € £(H), ШЕ Ё 72.1 SL A, ЖС” 
类 半 群 Exp(14 ,) 的 无 限 小 生成 元 . 由 式 (7.3.4) 和 (7.3.2) 得 


IExp(14 ,)11„ ау = exp(~ WExp(a RG: ADI 


&(Н) 


< exp(— г2Ехр(1' ЇК@;А)\) < 1 
所 以 Exp(t4 ,) 是 压缩 半 群 .由 Exp(14,),Exp(14,) 以 及 4， 
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ÑA 的 定义 可 知 ， 它 们 之 问 是 可 交换 的 Mt 
IExp(t4d ди — Exp(t4 Jul 


= p| S GExpüsA exp — з) дш] 


I 
< | | Exp(1sA )Exp((1 一 sr A А и 一 А uids 
И 0 


<А и—А ul 
从 而 得 到 式 (7.3.8). ШЖ. 
定理 7.3.1 (Hille -Yosida) 线性 算 子 4 是 Hilbert 空间 


上 C" 类 压缩 半 群 {S(1),1 > 01 无 限 小 生成 元 的 充 要 条 件 是 
(1) 4 是 闭 的 ， 且 D(4) 在 H Ч; 
(2) 4 的 预 解 集 p(4)>R,，， 且 -Y4>0,， 有 
IR(A) on <4 `. 
证 “必要 性 .“ 设 4 是 压缩 半 群 S(D 的 无 限 小 生成 元 h 
定理 7.2.4 知 (1) 成立. 另外 -V14>0, ue R, W 


RDa = | е“ (дий (7.3.9) 
0 


因为 i> зои 是 进 续 和 一 致 且 界 的 ， 从 而 积分 (7.3.9) FELE 
义 一 个 线性 有 界 算 子 R(D)， 并 由 压缩 作 知 


IR(ODuls | e |S(Ouldr <А ың (7.3.10) 
0 
从 而 ，YA> 0， 有 


В 500) – ПЕ )и = h ` | 。 TSU + Aju 500и) 


0 


[a] h 
=, e -| евон ве" | е“ $(уий (1.3.11) 
0 0 
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щ h—0 时 ， 式 (7.3.11) 右 端 第 一 项 为 1R(i)uw， 而 由 
A (7.2.11) 知 (7.3.11) 右 端 第 二 项 收敛 于 u, ЖК 


lim '{5(А)—1}К(Д)и = ARG)u — u 
ШЖ R(A)ue D(A). л> 0, YuEH, VAR ARGA) = ¿R(2) 
— I, 8р | | 
(21— ARA = І (7.3.12) 
由 式 (7.3.12) 及 4 是 闭 的 ， 有 -vueED(4) 


кли = | е “S()Auar = | е“ А$(биаг 
0 0 


= |, e “$(дий) = A R(å)u (7.3.13) 
由 式 (7.3.12) 和 (7.3.13) 有 
RANU — Aju=u VueD(4) (7.3.14) 
Шш А(0 = (21-4) ` A> 0. hÑ (7.3.10) 有 
IROI а А. 
这 样 就 结束 了 必要 性 的 证 明 . 


充分 性 3ueD(A). 由 式 (7.3.8) 有 
1Exp(4 )и—Ехр(тА „Jul < 114,0 — A и) 


<А u- Aul+tlAu— Aul (7.3.15) 

由 式 (7.3.7) 和 (7.3.15), #4 2 一 oo 时 ，Exp(14 ;)u 是 收敛 

的 .并 卫 在 有 界 区 域 上 对 是 一 致 收敛 的 . 因为 D(4) 在 H pA 
密 和 引 理 73.3 的 证 明 结 果 [Exp A), S1 得 

lim Exp(t4 ди = S(Du, YuelH (7.3.16) 


4-ю 


而 且 上 上 式 收敛 在 有 界 区 间 上 是 一 致 的 MA (7.3.16) 5, 5(0) 
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满足 半 群 性 质 500) = 了 以 及 ISO a SL 同样 AERA 
数 1 一 Exp(14,)u 的 一 致 极限 Ме > 0, t> Su 是 连续 的 ， 
(ОН EC 类 压缩 半 群 . 

FTH, RIEKER, A 是 {SO 20) 的 无 限 小 生成 元 . 
为 此 2yuED(4)， 由 式 (7.3.16) 及 (7.2.11) 有 


S(Du—u= lim(Exp(zA ,)u — u) = lim f Exp(rA ,)4 ,udr 
¿— A— o 0 


= 50 udr | (7.3.17) 
0 


上 趟 是 由 在 有 限 区 间 上 Exp(14 ,)4 u 一 收敛 于 S( Au 而 得 到 
的 . 设 SO 的 无 限 小 生成 元 为 B， 则 -YueD(4) 


limt (S(Ou— u) = limt" | S(r)Audr= Au 
'—6* 1-0 + 0 


RNY ue D(A), Ви = An， 所 以 A E B. 因为 8 是 50) 的 无 限 小 
生成 元 ， 由 这 个 定理 必要 性 ， 知 1eEp(8B). 男 一 方面 ， 册 定理 的 
假设 (2), leEp(4)， 由 于 4SB8， 有 (1 一 8B)D(4)= (1 A)D(A) 
= 万 .由 此 得 р(в) = (一 8) H=D(4)， 所 以 4 = 8. 证 毕 . 

由 定理 7.3.1 以 及 它 的 证 明 可 知 : 

推论 7.3.1 设 4 是 C” 类 压缩 半 群 S(7) 的 无 限 小 生成 元 . 
如 果 A, 是 4 的 Yosida ЖТ, WI 

S(t)u = lim Exp(/A ,)u yuEH (7.3.18) 


证 ”由 定理 7.3.1 的 证 明 可 以 推出 式 (7.3.18) 右 端 定义 一 


个 C 类 压缩 半 群 T(!)， 它 的 无 限 小 生成 元 是 4， 那 么 Т() 
= SG) 可 以 从 下 面 定理 7.3.2 得 到 .证 毕 . 
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元 ， 则 4 的 预 解 集 p(4) ВЕЖЕ :о(4) > {А:Вел> 0}, H. 
IRGA) a, < 1⁄ Re2 (7.3.19) 


£(H) 
证 FETRAU = f e “S(tjudt Rei > 0 EAREN 
0 


的 .在 定理 7.3.1 必要 性 的 证 明 中 ， 已 经 证 明 RQ)= (21 一 4) `. 
因而 p(4) > {4:Re4 > 0}. 而 估计 式 (7.3.19) 是 显然 的 . 证 毕 . 

定理 7.3.2” 设 5S(1), TG) 为 线性 有 界 算 子 的 两 个 C” 类 压 
缩 半 群 В, À 分 别 是 它们 的 无 限 小 生成 元 , 如 果 A=B, 
则 5(0) = Т\(ї). 

证 Nucp(A)= D(B), н (7.2.13) E т» T(t — z)S(z)u 
是 可 微 的 ， 且 | 

£ Tü — DS()u = — АТ(@ 950и + 70-х) В (0) 


= — T(t — 1)AS(t)u + T(t т)В 5(0)и = 0 

因而 z 一 TU 一 ?SC(Du 是 常数 ， 特 别 
TU 一 DSG) ul, = Т0 т) (0) ul,., 
BI Т(би = $()и, YueD(4)， 由 定理 7.2.4 81, D(A) E H HA 
ж, ЦА TA, SO 是 有 界 的 i 
Т(би = S(Du, yueH. 

ШР. 

我 们 还 要 给 出 更 为 实用 的 压缩 半 群 生成 元 的 充 要 条 件 2 
此 ， 先 证 明 几 个 引 理 . 

定义 7.3.1 ШИТЛЯ (Тт }еЕ(Х,Ү), ЖХ, Үр 
个 Banach 空间 . 车 存 在 算 子 Te £(X,Y), 1 |T u — Tuly 


=0 YuEX， 则 称 算 子 了 为 (T ,上 的 强 极限 . 
引 理 7.3.4 设 BeE(H)， 且 181<1， 则 (一 8) 
一 162 一 А 


I 


e£(H), RGI- Bp) = Уве. (7.3.20) 
证 WuEH, 有 
ПУ в' ul < yi ul < l lull 


1—0 


因为 181 < 1, 所 以 上 式 右 端 是 收 全 的 .因此 可 以 定义 一 个 线性 
有 界 算 子 slim 了 


М9 1-0 


(I— B)(slim ze и) =s lim (I— BŞ в' и) 


N>% 0 i=0 
= slim (I — B” и = и (обави 


No N — 0 


)=u 


类 似 地 有 (slim У в' 07 — В)и=и usH 


М %0 (< 0 


ШЕЎВ! = slim y z, 故 式 (7.3.20) 成 立 .证 毕 . 


引 理 7.3.5 j& Ae £(D(A),H), р(А) C H, X izu ARE 
数 ,uep(4). 那么 Xsp(4) 当 且 仅 当 
[7 — (u — J)R(u;A)] ` e £ (E) 
且 此 时 有 
R(;A) = ROGAN — (a — ЕА) ` (7.3.21) 
这 里 К(щА) =(и1— А) ， 即 为 4 的 预 解 式 . 
证 ZSE 5 B=I—(u—2RGA) B E£), WA 
QI— A)RG(u;A)B '=[( ГА (aT — A)]R(u;A)B ~ ' 
=[Q —u)RGGA)+I]B =1 
X R(u;A)B 'QI-— А) = R(u,A)B (Q — WI + (uI — А)) 
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= R(u;A)B ~ [BT — А)]= І 
从 而 1 一 4 可 道 ， 并 且 式 (7.3.21) 成 立 ， 
用 类 似 方 法 可 以 证 明 必 要 性 .证 毕 . 
定义 7.3.2 Hilbert 空间 H 上 的 线性 算 了 4 称 为 增殖 的 ， 
如 果 它 满足 


Re(Au,u) 2 0 Миер(А) (7.3.22) 
4 称 为 耗 散 的 ， 如 果 至 少 存在 一 个 x” eH， 使 得 

Ве(ди,ш )&0 YueD(4) (7.3.23) 
А 称 为 守重 的 ， 如 采 

Re(duu)=0 YueD(A) (7.3.24) 


定理 7.3.3 ”线性 算 子 4 HAD, SERA 
IAT + A)ul > ¿llul M-A > 0, YueD(A) (7.3.25) 
证 必要 性 设 4 ДЕД, WAYA, ue p(A) 有 
lhu + 4\12 |(2u + Au,u)| > Re(2u + Au,u) > ИРЕ 
HI Аи + Aull > Atul. 
充分 性 ”车 式 (7.3.25) 成 立 ， 由 此 
2Re(Aui) > — lAul А YA>0 uep(a) 
令 4 一 十 吕 ， 则 得 RRe(Auw) > 0. ЖИП (7.3.22). ШЕВ. 
显然 ， 若 4 是 增殖 的 ， 则 一 4 必 是 耗 散 的 . 
定理 7.3.4 BERT ADAH 是 C” 类 压缩 半 群 无 限 
小 生成 元 的 充 要 条 件 是 


(1) D(A)#E H TAE; ‚ 

(2) -4 是 增殖 的 ; 

(3) 对 菜 些 4>0, 21-4 是 D(4) 一 H ЕЯ, ШИЙ 
域 R(AI— А) = Н (7.3.26) 


证 ”必要 性 ШИЖ D(A)—H C? 类 压缩 半 群 无 限 小 


生成 元 ， 则 由 定理 7.3.1 知 , AEW, р(А) ЕН PHS, GI 
-A ЙТ, FEH RAAD < 4 ”得 
liu — Aul > ¿lu | Yi>0, Vue D(A) 

则 由 定理 7.3.3 得 一 4 是 增殖 的 ， 册 此 得 必 变 性 证 明 . 

充分 性 设 (1),(2) 成 立 ,首先 证 明 А 是 闭 的 ,. 实际 .上 ， 
Пл 不 是 闭 的 ， 则 存在 序列 fx 8и єр(А), Wu, 
—>0, Ан > 一 w; wl = 1， 由 定理 7.3.3 可 以 推出 V1>0, Yu 
eD(A), # 

[G+ 'u )+tA(Gu+ t'u у) > uttu 

Фп» +o, #5 1-0, MË |a — wl > ul, VueD(A). fB E 
由 于 (1)， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 由 此 可 以 得 出 -YuveH， 仍 有 lu 
— wl > luli, EIER u= w, W lull = 1 与 术 等 式 矛 所 M 
而 4 Ж ДӨ. 

其 次 由 (3) 证明 RGU 一 4)= H Yi1>0. 实 际 上 ， 设 对 某 
{4 и> 0, (nT 一 4) 'e £(H), H laGaI- A) I< 1, WA 
Hiv iec 复数 域 ) 

4 wo A) NS [А-АА 

对 于 那些 满足 4- z|< и 2, HII 73.24 1, I— (А — ШАГ 
一 4)” 有 属于 £ (H) 的 有 界 逆 .但 是 由 引 理 7.3.5 91, GI — A) 
e£(H). Айш u> 0 „(81 А) 'e £ (H) 可 以 推出 对 所 有 满 
足 |4 一 上 gj<4 的 4>0， 即 0<%4<2n # GI- A) `e £ (H). 18 
由 归纳 法 ， 就 可 以 得 到 RAI- 4) = H Yi>0. 

于 是 ， 我 们 验证 了 定理 7.3.1 中 条 件 (1), (2), 所 以 4 E: C° 
类 压缩 半 群 uri. 

Е, ИЕТ KAPRER. 下 面 我 们 讨论 非 讨 缩 半 群 
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生成 元 的 充分 必要 条 件 . 
定理 7.3.5 C’ AER SU) :> 0， 满 足 
NOJ е“, >0 


єн) © 
则 线性 算 子 4 为 SQ) 的 无 限 小 生成 元 的 充 要 条 件 是 
(1)4 是 闭 的 , D(A)= H 
(2) A 的 预 解 集 p(4) DEARA, 1 = 0,1> во}, ПХ 
Вл, ж 


IRA) p < Q — o) (7.3.27) 


£(H) 

证 设 T()=e “S(O, MTO Ж C° 类 压缩 半 群 .如 
果 4 是 so 的 无 限 小 生成 元 WA A- oI 也 是 TO 的 无 限 小 
生成 元 . 另 一 方面 WE В 是 ТО) 的 无 限 小 生成 元 ， 那 么 8 
+ o7 mn 15001 <e” 的 半 群 SG) 的 无 限 小 生成 元 H 
此 S(O) = e” T). 根据 定理 7.3.1 容易 得 出 本 定理 .证 毕 . 

定理 7.3.6 ”线性 算 子 4 是 C° RER SO 的 无 限 小 生成 
元 的 充分 必要 条 件 是 

(1) дй, 且 D(4) 在 H 中 稠密 ; 

(2) A> o, N 林 一 A 是 D(4) 一 H 的 双 射 , E. 


7—4) SMW-  n=1⁄2,.- (7.3.28) 
Дф м> 0, о> оС" 类 半 群 S()， 即 由 
ISOS Me” (7.3.29) 


所 决定 的 . 

证 由 引 理 7.2.1 3, 50) 满足 式 (7.3.29). 定理 7.3.6 的 充 
分 性 证 明 与 定理 7.3.1 的 证 明 完全 类 似 . 区别 私 仅 在 于 没有 压缩 
性 的 要 求 . 现在 考虑 必要 性 的 证 明 . 

首先 注意 到 假设 (1) 是 定理 7.2.4 的 结论 . 因此 我 们 只 须 证 
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明 假设 2)， 为 此 令 
Ru = | ема Миен 
0 
HT (7.3.29), Y> о, RQ) 有 意义 ， 利 用 与 定理 7.3.1 证 明 


中 类 似 的 讨论 ， 有 R(2)= (АГ A) '= R(4;4). 为 了 证 明 
式 (7.3.28)， 考 察 ~Y4>0 | 
D ROU:AN = р,| е -H SCDudi = 一 | (гиа 
9 | 0 
出 归纳 法 得 
| n 一 外 


| D К(3;А)и = (一 n'f re ` S(Dudi (7.3.30) 
0 А . 


另 一 方面 , 利用 恒等式 
К(4;4) – R(u;A)= (u — AJRQA)R(u;A) 
因为 ~-Y Aep(4), A> RA) ERRAR, H. 


р,К(А;4) = — Е(2;4)' 0.3310) 
由 归纳 法 ， 容 易 证 明 
DR А)=(—1)°п! R; 4)" (7.3.32) 


比较 式 (7.3.30) 和 (7.3.32), Ж 


R(2; AYu = | 1 eT ”Sudi/ (п — 1)! 
0 


所 以 105 Auja M| ee еридаги om 
0 


< M llul / â- о)" 
从 而 式 (7.3.28) 得 证 .证 毕 . 
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574 解析 半 群 


首先 讨论 半 群 的 可 微 性 问题 . 

定义 7.4.1 设 S(D 是 Banach 空间 上 的 C” 类 半 群 ШЖ 
-YueH, 1 一 S(ODu 对 于 1>t, Е, АЖ 500) г>, 
时 是 可 微 的 . 如果 1> 0 500) 是 可 微 的 ， 则 称 SGD 为 可 微 . 

定理 7.2.3 的 (3) 告诉 我 们 ， 如 果 4 是 SU) 的 无 限 小 生成 
元 ， 那 么 -YueED(4), 1 一 S(Du 当 1 之 0 时 是 可 微 的 . 


定理 7.4.1 设 S(1) 是 C ”类 半 群 , 它 在 +>t, 时 是 可 微 
的 ， 并 且 А 是 它 的 无 限 小 生成 元 . 那么 

(1) 对 t>nt,, пе 1,2,--,5(0): Нә p(4") fa 5 (0) 
= 4"S(D) 是 有 界线 性 算 于 ; 

(2) 对 于 1>nt,, n=1,2,…,S”" (1) 在 一 致 算 子 拓扑 下 是 
连续 的 . 

证 ”用 归纳 法 .首先 当 n = 1 时 ， 本 定理 成 立 .由 假设 , : 
э S(t)u 对 所 有 的 ! > !， 和 所 有 的 weH 是 可 微 的 . 因此 500и 
єр(А), $'(ди = AS(0u, Миен, (> . 另 一 方面 ， 由 于 4 是 
闭 的 ,S(t) 有 界 ASO 是 闭 的 .对 于 1> t , ASO 在 全 空间 H 


有 定义 , 因此 由 闭 图 象 定理 ， 它 是 有 界线 性 算 子 ， 此 即 n=1 
Е, (1) 是 正确 的 .为 了 证 明 (2)， 令 15060) < М, 3600,1]. 
设 t <t St,<t 十 1， 则 


S(t,)u — S(t ,)u - А5(т)иат 
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- Ñ SG— t )ASG Judr (7.41) 


因而 SG Ju 一 Sa Jul (0, t M HASCE Ы, MIE, 2 
>t 时 ，S(D 在 一 致 算 子 拓扑 下 是 连续 的 . 

* и, (D. Q) у, г> (n+1)t,， 取 +t>nt1,， 使 
#t— т>, HI 


Su= SU т)А"5(0)и YueH (7.4.2) 


HFEA (7.4.2) Ег —т>{ 时 是 可 微 的 ， 因 而 vesH K г 
> (n + 1)t В ,S(Ou Æ (n+ ORTEK, S (Du 
= A" S(t)u. 类 似 于 n= 工时 的 情况 SO: нера") 
和 -Yt> (n + Dr，4” SO 是 线性 有 界 算 子 ， 此 即 结论 (1). 
MFA 500) 在 1> (n + 1)1, 时 是 有 界 的 .所 以 和 n=1 时 的 证 
明 一 样 ， 可 以 证 明 ， 当 1> (x 二 Dt, 时 ，S (0 在 一 致 算 子 拓 
扑 下 的 连续 性 .证 毕 . 

推论 7.4.1 50) 2 C° RER, L> 时 可 微 . 如 
果 1> (п + 1), MSO 在 一 致 算 子 拓扑 下 是 4 次 可 微 的 . 

证 ”出 定 理 7.4.1 É UEBA A gE, t> (n 
+ Dt,，4"S(1), 1 <k<n， 在 一 致 算 子 拓扑 下 是 连续 的 . 因 
此 ， 如 有 果 1> (n 十 1)t,， 有 


(к ~ 1) 


SEPURA) -sof A'S(tdt 1<k<n 
由 此 可 得 ， 当 1<kgn, t>(a+tit 时 ， 在 一 臻 算 子 拓扑 
+, SEO OETH, MM ЗО) 在 一 致 算 子 拓扑 下 是 н 次 可 
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OD 


微 的 .证 毕 . 
推论 7.4.2 “如果 SU) 是 可 微 的 C° 类 半 群 ， 则 500) 在 一 
致 筑 子 拓扑 下 ， 对 所 有 (> 0， 是 无 穷 可 微 的 ， 
引 理 7.4.1 Ek S(D 是 可 微 的 C” 类 半 群 ，4 是 它 的 无 限 小 
生成 元 MJ 
SO00D= (ASG пу)" = (SG Zn) n=1,2 (7.4.3) 
证 3 n = 10 (7.4.3) 已 在 定理 7.4.1 中 证 明 . 设 对 
Tn, 2 (7.4.3) 成 立 А] 
5 (у= (480 n)” = S(t — т)(А S(s / ny)" (7.4.4) 
两 边 对 /微分 ， 有 | 
б) ASG — т)(А $(з / пу)" (7.4.5) 
代入 rz= лги +T， 则 得 式 (7.4.3) 对 n+ 1 时 也 成 立 .证 毕 . 
引 理 7.4.2 SOEC 类 半 群 , 4 是 它 的 无 限 小 生成 
T, WRS и> г 时 可 微 ,，4eo(4), г>, W де" 
є0(45(1)), XE old) EHT 4 的 谱 集 . 


证 令 В (ои = | е9 5(т)иат 
0 


ER, B (Ou XF t WH. ， 并 且 有 
B' (Du = S(t)u + АВ (би (7.4.6) 
B' (D) 是 H 上 线性 有 界 算 子 . 设 1>1,, YueH 有 


4(t— t) 


h '(SQ0)—- DB (Du = h (е — nf e S(tjudt 
h 


д: – 


А —1 дА вА I(t- t) 一 1 , t) 
+h e e S(t)uadt—h е S(r)udr 
Фһә0*', БАНЯ AB Gu + SG)u ети, H 
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——  ——FHR n a 05° -一 一 一 一 


їп B u€ D(A), Н. 


АВ ‚(ди = AB (u + 500и еи 


即 (A7 A)B (u= e и 50и YueH (7.4.7) 
对 ! 微 分 后 得 

he” u — AS(Du=(27— А)В' (Du ueH (7.4.8) 
令 С(ди = ie” u — AS()u 


对 于 (> 1 CO 是 线性 有 界 算 子 .容易 证 明 B' (O 5 Са) 是 
可 交换 ЭЩ иє р(А),АВ' (Ou = B”, (Au. Ж де“ 
єр(А5()), ШЇ CO 是 可 逆 的 ， 且 从 式 (7.4.8) 得 

а= т-а) (OC (Ou Yuen 
шв’ (ӘС (г) (41-4) і, ФЕ (7.4.8) 两 边 同 
ЖС (0), Жи= С (ОКТ A)B (Ou, WE иєр(а), Ж 
wB (O 5 (47-4), WAB (0) 与 CCD 可 交换 性 ， 可 
FBR (1) 5 C (1) й, Е Vu e D(A), и 
= В’ (Си) (TI 一 4)u А В" (ОСО) А-а Я 
T, hep(4). 这 与 假设 矛盾 .证 毕 . 

于 是 可 以 得 到 C 类 半 群 可 微 的 充 要 条 件 : 

定理 7.4.2” 设 5S(1) 是 满足 1S(D)1,< Me” С” 类 半 
群 ，4 是 它 的 无 限 小 生成 元 Ж $() 是 可 微 半 群 的 充 要 条 件 是 
-Yb > 0， 存 在 常数 a,,，C，, > 0， 使 得 

р(А) > >, = (¿:ReA>a,-Pblog]I, |) (7.4.9) 

和 
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ПАА), |Д меу Re>eo (7.4.10) 

证 明 参 看 [22]. 

下 面 考 察 解析 半 群 . 

定义 7.4.2 记 A={z:p, <argz <o, p, <0<09,}.Yz 
EA, RSO 十 线 性 有 界 算 了 ， 则 算 子 族 S(z) RAE A 内 的 解 
析 半 群 .如 采 它 满足 

(1) z 一 S(z) 在 A 内 是 解析 的 ; 

(2) S(0) = LlimS(zu =u "“u€H; 


(3) SG +z,)= S(z,)S(z,) Mz,,2,EA. 

显然 ， 解 析 半 群 在 正 半 实 轴 上 的 限制 是 C” 类 半 群 . 人 们 感 
兴趣 的 是 如 何 把 一 个 C° 类 半 群 扩展 为 包含 非 负 实 轴 的 册 形 区 
BR A 上 的 解析 半 群 ,下面 定理 给 出 了 回答 . 

定理 7.4.3 500 是 一 致 有 界 C” 类 半 群 ,4 是 500) АЕ 
限 小 生成 元 ， 且 设 0ep(4). 则 下 列 论断 是 等 价 的 . 


(1) 500) 能 够 扩展 为 在 A, = {z:|argz| < ó) 内 是 解析 半 群 并 


BISO E A, 的 任 一 团子 域内 是 一 致 有 界 的 ; 
(2) 存在 常数 C, 使 得 Ye > 0f тз 0 


(о + it Al < c|z| 一 (7.4.11) 

(3) 存在 0 < ó < x / 23lM > 0, 使 得 
ol) > У, = (Аагвд <5 +ó)U(0) (7.4.12) 
并 HL АА) МА aey, 450 (7.4.13) 
(4) 对 1>0，S(1) 是 可 徽 的 ， 并 且 存 在 常数 c， 使 


得 JASONS ct Yt>0 (1.4.14) 
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AA SRO aasan. ` `, aa rr J 


证 明 请 看 [22]， 
现在 讨论 解析 半 群 的 充 要 条 件 . 
定理 7.4.4 V 4 是 满足 js(D)1<s Me” С” 类 半 群 S(/) 
的 无 限 小 生成 元 M SO 是 解析 的 充 要 条 件 是 存在 常数 c>0 
和 A > 0， 使 得 
IARAA)" SeA (пА") YA>nA n=1,2, (7.4.15) 
证 ”由 定理 744.3 知 5() 是 解析 的 充 要 条 件 是 
45000 Set е" Yi>0 (7.4.16) 
现在 先 设 4 满足 式 (7.4.15), MYA > nA, ue D(A), Ж 
JAR(A;A) ий = IR(A)' Aul < с (047) (7.4.17) 
<А ', ФПЖ (7.4.17) 中 轩 4= nt ', MI 
AORA) * Yull = ARG:A)  )Au| S сше. 
MuE D(A) 


n+l 


令 n 一 吕 ， 由 4 的 闭 性 以 及 
S(t)u = lim[nt Rat Ө} и МиєНн (7.4.18) 


8 14500): < с "lul, миєр(4А),0<г<1/А (7.4.19) 
又 由 D(A) Н PAR, ASO 是 闭 的 ， 得 式 (7.4.19) 对 所 有 u 
eH 者 成立. 因此 ， 存 在 c, > 0, о > 0， 使 得 式 (7.4.16) 成 


立 ， 即 SQ) 是 解析 的 ， 
反之 ， 对 4 微分 下 式 
R(Z;:A)u -| i е ”SCDadi 


nik, Hi 
R(4;A) 


(л) n+1 


и=(—1) n! RGA) u 
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= (一 n'f re “SO (7.4.20) 

0 

对 上 式 两 边 作 用 4， 利 用 (7.4.16) 有 | 
п! JARGA)" єс, etetean) 
0 

=c (a=! ПА)" 
мл > nA, Ж. 
MARGAY se (na) (1 о ZnA) "е, И (д7) hE 
ш. | 


57.5 抽象 的 Cauchy 问 是 


设 H 是 Hilbert SW, A 是 р(А)- Н 的 线性 算 子 ， 对 于 
任意 一 给 定 wsH, А 的 抽象 Cauchy 问题 是 


еи(1) _ 
ра Сан :>0. (1.51) 
Lu(0) = u 
本 节 我 们 将 讨论 齐 次 问题 (7.5.1) 解 的 存在 唯一 性 问题 以 及 
相应 的 非 洗 次 问题 的 解 的 存在 唯一 性 . 
5| 7.51 Ü иб) 为 值 在 H 中 的 连续 函数 ， 如 果 
I| eua <M Yn= 12.* (7.5.2) 


则 在 [0,T] 上 w()=0. 


证 Wu’ eH’‘H 的 对 偶 空 间 ). 设 9(1) = би ,4(1)》， 
W ФО) ТЕ (0,7) E, H 
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T 


[етет са = ¿u` J e" и(т)йту < ju’ l ҥ = М, 
' 0 
n= 1,2,*** (7.5.3) 
© k-i 
ну С e р exp( — e") 
k=l k! : . 


这 个 级 数 在 Yef0,T] Е S . 所 以 


Te kn(t— T+) 
f Уе. “oldir 


0 k=l 


ш 1 kn(t— t) 
< Y —e 


< M (exple™ 7) – 1) (7.5.4) 


т k 
| e " pldi 
0 


T o 大 一 上 
| y (— 1) et-T+oofrdr 


n(:— T + rx) 


T 
= | (1 — exp( — е Do(Ddrt (7.5.5) 
0 


利用 Lebesque 控制 收敛 定理 ， 式 (7.5.5) ач n> = BJ, Wx 
йт | (ndr， 考 虑 到 式 0.50 有 0<i<T, | od 


= 0， 因 此 在 [0,7] Е, ф(0) = 0. ЕФ. 

定理 7.5.1 设 4 为 H 上 线性 算 子 , DA fE H РД, 
它 的 预 解 集 p(4) 非 空 . 则 -Vw,eD(4)， 始 值 问 题 (7.5.1) 式 
在 [0,c) 上 有 连续 可 微 的 唯一 解 的 充 要 条 件 是 4 E C ”类 半 
TE 501) 的 无 限 小 生成 元 ， 

证 “如果 4 是 C RER SO 的 无 限 小 生成 元 ， 则 由 定 
理 7.2.3(3) 可 知 , Ми e D(A), S()u 是 始 值 问题 (7.5.1) 的 唯一 
解 ，S{Du_ 在 0< < + о 内 是 连续 可 微 的 . 
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相反 的 ， 如 果 始 值 问题 (7.5.0 存在 唯一 解 CHE 0,0) 内 
ЖЖ, ， 那 么 我 们 要 证 明 4 是 C” 类 半 群 5S(1) 的 光 限 小 生成 
=. 

Bu ,seD(4)， 始 值 问题 (7.5.1) 的 唯一 连续 可 微 的 解 记 
为 u(1u_)-Yu,eD(4)， 记 图 象 范 数目 = lv I+ lv l, h 
于 p(4) #0，4 是 闲 的 ， 因 而 对 D(4) 赋 以 1 上 范 数 后 ， 它 
就 成 为 Banach 空间 ， WA [DANYS 10 Su, 
= uliu,). 设 日， 是 由 [0,1,] 到 [1D(4)] 的 连 绽 两 数 的 个 体 ， 其 
范 数 为 


Hulu ӘЙ = sup hulu No 


MH, Æ Banach 空间 . 山 方程 (7.5.1) 的 线性 和 和 和解 的 在 在 唯一 
№, шувтан, бавити SLANT RE 
F, Е ТОА) Фа, Ou EH, Su 由 于 4 是 闭 
的 以 及 


t 


u(t,u у= u + | Аи(т,и )dz 
0 


Ап» ос, {Ӊ к) = и, + | Ао(т)ат 
0 


Ж оо) = ulu ,) 以 及 S 是 闭 的 .从 而 由 闭 网 象 定理 知 S 是 从 
Ra, H +£ 

йин Уй < clu le (7.5.6) 

现在 定义 映射 T(D):[D(4)] > ID(A)] М ТО) = ulu). Ш 

式 (7.5.1) 解 的 唯一 性 可 推出 T(r) AEREA., MH rH Ç (7.5.6) 


一 174 一 


то) 是 一 致 有 界 的 .和 引 理 7.2.1 的 证 明 一 样 ，T(1) 是 可 以 延 
拓 到 [D(A4)] 上 的 ， 由 -VY ar, <i<(a, +1), T(Ou, = Ти 


-ni TU ,) wu, 定义 的 半 群 ， 而 且 它 还 满 吓 17T(Dv, M. 


wt 
< Me” lu lo 


现在 我 们 证 明 
T()Av = AT()v, Yv eD(A Ú (7.5.7) 
令 v(1)= р, +Í u(t,Av )ат (7.5.8) 
0 


则 有 v) = ul Av у= Ар + | uld v ат 


= A(v + | u(t,A о )ат) = 40(1) (7.5.9) 
0 


因为 v(0) = ov .由 始 值 问题 (7.5.1) 的 解 的 唯一 性 ， 知 (CD = u 
(во), ЉТ Киер) = 000) = u(r,Aə ), ERIR (7.5.7). 

因为 D(4) 在 HH 内 稠密 以 及 p(4)# 0, 那么 D(4 ) 同样 
ЕН 内 稠密 . 设 4,ep(4),4, 了 0 是 同 定 的 以 及 v,eD(4 ). 如 
Bu = (2 -Ayw o MER (7.5.7) H TOU, = -AOT 
以 及 | 
IT(0u MG А)Т(д» Ng ATO | < ese” По, | (1.5.10) 
但 是 lz la = le l+ Av с, Па, 此 即 

70и I< сее lu N (7.5.11) 

从 而 TO 可 人 连续 延 拓 到 全 空间 H Е. ЗБ TO 就 成 为 H 上 
С° Же. Б, КАШЕД А Æ TO) 的 无 腿 小 生成 
元 .用 4, Жл: TO) 的 无 限 小 生成 元 .如 果 ， e D(A). 由 工 (0 的 
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定义 有 T(Du = ult,u,)， 从 而 由 假设 
Tu, = АТОи, Yi>0 
知 ， 特 别 地 有 (4 / d4DT(Ox|,_, = Аи, ЖА РА. 
Ж Кей> о, v, ED(4°). 由 式 (7.5.7) ARA PAR 


e “АТ(о =e" T(DAv, =е "ТА v, G.5.12) 


在 (0,0) 上 对 式 (7.5.12) 积分 Ж 
АВ(А,А Ww, = RG,A )А о, (7.5.13) 

但 是 A RQA w, = R(4;4,)4,v,， 从 而 有 4 R(4;4 |), 
= 41R(4;4 pn， Мо ED(4°). DF А,К(1;А,) 是 一 致 有 界 
的 ，4 是 闭 的 以 及 D(4 ) £ H ÞAR, Шмо EH, AR 
(AA |)» = 41R(4;4 o, 这 就 是 说 .D(4) > R R(2;:A ) 
= D(41) 以 及 4 4,. 从 而 4=4,. 证 毕 . 

对 任 一 初 值 w,eH， 还 有 共 它 保证 始 值 问 题 (7.5.1) 有 唯一 
解 的 充分 条 件 . 

,定理 7.5.2 设 4 是 开 中 稠密 定义 的 线性 算 子 .如 果 尽 7 
之 4,，R(4,4) 存在 且 满足 


lHmsup4 'log| R(2;A)| = 0 (7.5.14) 
A 


Mu, eH 始 值 问题 (7.5.1) 最 多 有 一 个 解 . 
证 首先 注意 始 值 问 题 (7.5.1) RAR uO) 的 充 要 条 件 
Же u(t) 是 始 值 问 题 


do 
dt 


的 解 . A n ЕГИ 8 S ELLE SKT EE А, НЕА 
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= (4 + 2р, v(0) = и, 


> 0，R(%;4) 存在 而 且 满足 式 (7.5.14). 

Bul) 是 式 (7,5.1) 始 值 问题 的 解 且 (0) = 0, 我 们 要 证 
明 и) = 0. 为 比 Y1>0， 考 虑 函数 1-，R(4;4)u(1)， 因 为 u(?) 
是 问题 (7.5.1) 的 解 ， 有 


S ROA) = R(AA)Au(D) = АК(5;А)и(1) — uli) 


à= T) 


即 R(A;A)u(1) = -| e и(т)ат (7.5.15) 
: | 9 


由 于 假设 (7.5.14), Yo > 0, Ж 
lime “| R(A;A)|| = 0 


从 而 由 式 (7.5.15) 得 
lim | ex 
i>a“ 0 
由 式 (7,5.2) 式 知 w(t)=s0 YO0grt<1 一 o, 因 为 :和 o 是 任意 
А, i> 0, u(t) = 0.3E1E , 
定理 7.5.3 ”如 果 4 是 可 微 半 群 无 限 小 生成 元 ， 则 Yu， 
EH， 始 值 问题 (7.5.1) 具有 唯一 的 解 . 
证 ”由 定理 7.5.2 可 得 唯一 性 ,由 定理 7.5.1 又 得 Vv， 


seD(4)， 其 解 是 存在 的 .如果 u,eH， 由 Suu 的 可 微 性 IH 


и(т)ат = 0 (7.5.16) 


d 
qS. = А$()и, Yi>0 


以 及 对 于 г> 0，4S(Du。 是 Lipschitz 连续 的 ， 知 S(i)u, 是 问 
题 (7.5.1) 的 解 .证 毕 . 

由 这 个 定理 容易 得 出 : | | 

定理 7.5.4 设 4 是 一 个 解析 半 群 的 无 限 小 生成 元 ， 
则 -Yu,eH， 始 值 问 题 (7.5.1) 有 唯一 解 ， 
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如 果 4 是 C° 类 半 群 的 无 限 小 生成 元 ， 但 不 可 微 ， 那 么 一 
般 地 说 ， 如 果 w,#D(4)， 则 问题 (7.5.1) 的 解 是 不 存在 的 . 此 时 
函数 :一 S(D)w 是 始 值 问题 (7.5.1) 的 广义 解 . 有 许多 方法 定 
Ж (7.5.1) 的 广义 解 ， 共 中 之 一 是 如 果 有 EDA) ERAN 
эю, п, 一 x0)， 而 且 在 有 界 区 间 上 Su ul) 是 一 至 
的 ， 则 [0,0) 上 的 连续 函数 u(r) 是 问题 (7.5.1) 的 广义 解 . 显 
然 ， 这 样 定义 的 广义 解 不 依赖 于 {w,,}， 是 唯一 的 .而 卫 如 果 
u ,ED(4)， 它 也 就 是 问题 (7.5.1) АҒ. 

现在 我 们 讨论 非 齐 次 的 始 值 问题 


dult) _ 
"ш TAOHO 1>0 (1.5.17) 
и(0) = и, 


这 里 /:10,7]- Н. 在 这 一 段 中 ， 我 们 假设 4 是 C ЖЕ SU) 
的 无 限 小 生成 元 ， 使 得 -wsD(4)， 相 应 的 齐 次 问题 ， 即 / 
三 0， 问 题 (7.5.1) 有 唯一 的 解 . 

定义 7.5.1 1йиєС([0,Т);Н)[\С'(0,Т);Н), М0 <; 
<T, wu(1)eD(4)， 而 有 ¿(O 满足 式 (7.5.17)， 则 称 ul) Æt fái 
题 (7.5.17) 的 经 典 解 . 


设 4 是 C” 类 半 群 S(1) 的 无 限 小 生成 元 .x EH, f 
eL (0,Т; H), MA% ¿(08 C([0,7);H)， 满 足 
u(t) = Su, + f S(t — z) f(t)dt 0<г<Т (1.5.18) 
0 


称 为 始 值 问题 (7.5.17) 在 [0,T] 上 的 广义 解 . 
RETE, и 几乎 处 处 可 微 П weL (0,Т;Н). 
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如 有 果 它 满足 
u (= Ault) + f(r) а.е. feE[0,T]) E 
{ о) =u, 

ШЖК u 为 始 值 问题 (7.5.17) 的 强 解 . 

下 面 分 别 讨论 广义 解 ， 强 解 和 经 典 解 存在 的 条 件 ， 

定理 7.5.5 mÆ SEL (0,T;H)， 则 -Yu, eH， 始 值 问 
题 (7.5.17) 最 多 有 一 个 广义 解 ， 它 是 由 式 (7.5.18) 给 出 的 . 

证 ” 设 S(1) 是 由 4 生成 的 C" Ж РЁ, и 是 (7.5.17) 的 
解 ， 则 -2Y0 <t< ft,，g(?) = S(t 一 Tu(?) ERR, Н. 


dg = — AS(t — ult) + S(t — z)u”(z) 


= — AS(t — т)м(т) + S(t — т) Аи(т) + S(t — т) /() 

= S(t — т) /(z) (7.5.19) 
因为 feL (0,Т;Н), H| SU- т) (с) 是 可 积 的 .由 零 到 1 积 
分 (7.5.19)， 得 

u(t) = S(Du, + [, Slt — т) /(т)ат 
证 毕 . 
由 定理 7.5.5 知 ， 如 果 /elL (0,T:H)， 始 值 问 题 (7.5.17) 最 

多 有 一 个 广义 解 .人 们 感 兴趣 的 是 如 何 改善 /， 使 得 (7.5.17) 有 
强 解 和 经 典 解 . 实际 上 ，feC([0,7T),H) 还 不 足以 保证 (7.5.17) 有 
经 典 解 .例如 设 4 是 C" 类 半 群 5(?) 的 无 限 小 生成 元 ,ueH， 
但 是 -1> 0, Su, D(A). 4 S= S), M: > 0, (0) Ж 
连续 的 ， 考 察 始 值 问题 


0 = Auli) + S(Du, 
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u(0) = 0 (7.5.20) 
即使 x(0) = 0sD(4)， 问 题 (7.5.20) RAR. 事实 上 (7.5.20) 的 
广义 解 是 


0) = | | S(t— т)5(0)и ат = 15(0и, 
但 是 对 于 +> 0，!S(D)x。 是 不 可 微 的 ， 从 而 它 不 是 (7.5.17) 的 经 
Ай. О 
定理 7.5.6” 设 4 是 C" 类 半 群 S(1) 的 无 穷 小 生成 元 ， 如 
Ж /eC'([0,0%0),H)， 则 对 任意 的 u,eD(4)， 问 题 (7.5.17) 9% 
一 的 经 典 解 weC([0,00),D(4)) 门 C ([0,%),H)， 且 它 可 以 表示 为 


u(t) = 8(0)и + [ S((— т) fGadz (7.5.21) 


证 唯一 性 ”我 们 只 须 证 明 当 /(7)=0, u, 三 0 时 ， 始 值 
问题 (7.5.17) 的 解 (0) = 0. ETA, itu 是 一 非 零 解 MAy 
>т, В 


(SG (0) = limh [SG — r — hult + h) — SU — tu(o)) 
=limh {Slt —+— А) – S(¿ — т)}ибт) 


+ limk ` S(t— r — h)(u(z + h) — и(т)) 


= — S(t — t)Ault) + S(t — z)i/(z) = 0 
Jü r>: , $(1—т)и(т) = S()u(0) =0.£ t>", A ult) 
= S(0)u(t) = 0， 对 所 有 Yr> 0 成 立 .这 与 假设 相 了 矛盾 . 
存在 性 ”我 们 验证 由 式 (7.5.21) 给 出 的 u 满足 (7.5.17). Ч 
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FEE O= u, BOSOU, = 500и, РЫК А ШЕЕ 


Н 


(0) = | SG — Hf)dreC ' ([0,co),H) (7.5.22) 
0 


且 8(DeD(4) М к'(ї)= Ag+ f(1) 即 可 .实际 上 
h {ебе + А) – к()} 


17 t+'h р t 
= р. II S(t + h — т)/(т)ат — | Su -— олон} 
0 | ` ©. 0 . 
=h | SG —т)/(т+ h)dz — | SU 一 олда} : 
— й 0 


= | S( — Tt)h + h)— Р()ат 
0 А 


1 


{+А 
+h -f (т) + h— т)ат 


因为 feC (0,o),H)， 故 | 
0 = | 50 Dd SOO 07.523) 
0 
存在 二 в'(0)єС(0, оо),Н). 另 一 方面 


ATHRU +A) О | AT'S- SONS- near 
0 


+h | SU + —т)/(т)4г 


t 


h 
= ATHS) = Пао +h | Sh fh + tar 


0 


HA (7.2.10 和 /的 连续 性 ,有 


， | 
lim À -f SQ т) + т)йт= f) 
А | 


haat 


一 Ten чыт irose co NEGORO tp S ie 


注意 到 式 (7.5.23) 有 | 
lim h {5(А)— гест, Ва (0)єр(4) 


从 而 z") = Ag+ DO, 证 毕 ， 

种 定理 7.5.6 的 证 明 类 似 ， 可 以 给 出 始 值 问 题 (7.5.17) 强 解 
存在 唯一 性 条 件 BD 

定理 7.5.7 设 4 是 C 类 半 群 $0) 的 无 限 小 生成 元 .如 
H f 在 [0,T] 上 几乎 处 处 可 微 ， 旦 六 EL (0,7;H)， 则 -Yu， 
eD(4)， 始 值 问题 (7.5.17) 在 办,T1. 上 有 唯一 强 解 . 

通常 ， 对 于 wu_eD(4), ГЕ [0,T] ЕЙ} Lipschitz 连续 性 不 
足以 保证 (7.5.17) 的 强 解 存在 .但 是 ， 如果 H AH, f 
在 [0,T] 上 是 Lipschitz ЖЕН], H 

ШОО E eji — r, | Nro tye[0.T] 

HJIH #& ЕНЕ RAIA, ， 厂 几乎 处 处 可 微 H ет, (O.T;H). + 
是 由 定理 7.5.7 可 得 

定理 7.5.8 ШН Æ Hilbert SM, AH kC’ 26 
ДЕ SO 的 光 限 小 生成 元 ,如果 在 [0,T] E f Ж Lipschitz 连续 
的 ， 则 -Yu,eD(4)， 始 值 问题 (7.5.17) 在 [0,T1 上 有 有 叭 一 的 强 
ж, ШЕКЕН: 

и) = S(Ou, + [ sa — t) /G(z)dz 

以 上 讨论 志明 ， 改 善 太 的 光滑 性 可 以 使 广义 解 改 善 为 强 
解 ， 下 面 ， 我 们 讨论 改善 半 群 的 性 质 以 得 到 更 光滑 的 广义 解 . 

定理 7.5.9 设 4 是 解析 半 群 SCD BB GE JE N G. f 


eL” (0,T:H), 1< p< оо. WẸ u 是 问题 (7.5.17) 的 广义 解 ， 
则 we> 0, uv 在 fe7T1 上 是 指数 为 (p- 1) / р] Hoelder 4A . 
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WHR u єр(4), W [0,Т] E и 是 具有 相同 指数 的 Hoelder 
连续 的 . 

iF hF S(O) 是 解析 的 ， 市 定理 ”13 5() 是 有 界 的 ， 
Щу (e[0,T], Ж [5(0{< M ARIASI < c: ЖУ Е 
> 0, $()и, 在 [ce,T] EE Lipschitz 连续 的 .如果 и, 
ера), 500и, 在 [0,T] 上 是 Lipschitz 连续 的 .从 而 只 须 证 明 如 


果 feL [0,T;H)L<p<o， 则 20D= | su- т) (т) т fE [0,T] 
: : ' o° \. 
上 是 指数 为 (p- 1) / р 的 Hoelder 连续 的 即 可 .对 于 h>0， 和 有 


v(t + А) 一 (= f su +h — т) (т) 


t 


+f {5((+һ—т)—`$(! = т) /(т)йт = Г, + I, 
о . 


我 们 分 别 估计 了 Wr, ЖРТ, AJI Hoelder 不 等 式 G + 
= 1) 


t+h t+h VP 
шм поме мне" Iro ar) 


t 
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< Mh Ifor m (7.5.24) 
对 于 7， 因为 -WA > 0, Ж 
[500+ д) – SOI<2M Ми, {+ he[0,T1 
ISG + А) S(D|< chr М, r+ he[9,T] 
从 而 
156+ л) – 50) < с Ah) = emin(lt T) 
Yat + helo, T] (7.5.25) 
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这 里 cl Ж, CWE cj 之 max(224,c). 利 用 (7.5.25) 以 及 Hoelder 
Жа, 有 


ТАРТ ЕТОЙ 
о 


i | 1/4 
< е Лот, a| | A(h,t 一 d'ar) (7.5.26) 
. | o ， . 
(EDIN а> 0， 有 
| ина) | ил) < | ш(,т)“ йт = ph 
0 0 0° | . 


RAR (7.5.26), HIZ |< св". Е. 
定理 7.5.10 и 是 解析 半 群 S(D 的 无 限 小 生成 元 / 
є1,'(0,Т;Н). 而 且 假 设 如 果 -Y re(0,T)， 存 在 5, > 0 和 连续 的 实 
РАС W (т)10,)-+[0,юо), ER 
IAD – Л) W (l: тр) (7.5.27) 
和 


8 
| r UW (TD)dr< + (7.5.28) 


则 -Yu,eH， 问 题 (7.5.17) 的 广义 解 就 是 经 典 解 
证 ”因为 5(1) 是 解析 半 群 ，Yu，,eH,S(1)u, 是 问 
题 (7.5.17) 齐 次 (ЁШ / = 0) 始 值 问 题 的 解 . 所 以 我 们 只 须 证 
明 v(0) = | S(t — t)f (dtre D(A), Yie, D 以 及 在 (0,7) 
0 


上 Avu) 是 连续 的 . 为 此 记 
001) = r (0) +0, (0) 
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-| 50 -A AD far +] St _ 9 /ou G. 5.29) 
由 定理 7; 2.3(2) 知 v (берл) ИЖ А» о) = CO- nra). 由 假 
设 知 / 在 (0,7) 上 是 连续 的 ， 因 此 А» (0) 在 (0,7) 上 也 是 连续 
的 .为 了 证 明 "， 具有 同样 的 结论 ， 我 们 定义 | 

KO -| SG — tf(t)— /())4т N >& (7.5.30) 

i 0 

v (20 `: MI < e ` (7.5.31) 
由 此 显然 可 知 当 00, о 0o (O.W Bo (DeD), Ми 
>e 有 

av (= | TASE- ASO- SO (01.532) 


由 式 (7.5.27) 和 (7.5.28) 8, Yi> 0, Hesti, Av (0) 是 收 
全 的 ， 而 且 | | 
lim Аз, (0= [ ASU- ñ(fG)— fdr 
又 因 4 是 闭 的 ， 则 有 -Y1> 0, v (DeD AR 
Av of ASU- ASO- Ade 07.533) 
我 们 还 要 指出 Av (D E (0,Т) 上 是 连续 的 ， Y0<5<1 有 


Av (= | ASU 00709) = Adr 


+ [| ASU — XS) — fdr (7.5.34) 
对 于 网 定 的 ó > 0, (7.5.34) 右 端 第 二 个 积分 是 : HIME E PR Е. 
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Ye mapas te rome 


第 一 个 积分 对 上 是 一 致 0(5). 从 而 Ao (0 是 连续 的 . 综 .|- 所 述 ， 
我 们 已 证 明了 vlijeD(4) 以 及 在 (0,7) Ази) 是 连续 的 . 
下 面 证 明 ，Yt > 0, (г) 是 连续 可 微 的 :注意 等 式 МЛ 
>0, fi 
А500) = Do = А7 (ос h) — 000) 
гъ А 


Е $(+һ—т)/(т)йт (7.5.35) 


由 于 v(D)eD(4)， 由 上 式 可 知 在 1 处 v(1) 有 右 导 数 D а), ШЇ 
H p te(0= Ао) + f(D). 因 为 由 假设 知 了 是 连续 的 以 及 Ael) 
是 连续 的 ， 得 D об) 是 连续 的 В ог) EETA, W 
Hu(0= Ао) f(D). 证 毕 . 

由 定理 7.5.10 可 推出 : 

定理 7.5.11 ША 是 解析 半 群 SG) 的 无 限 小 生成 元 ， 如 
Ж feL'(0,T;H) 在 (0,Т) 上 是 局 部 Lipschitz М0), WV u, 
eH， 始 值 问题 7.5.17) 有 唯一 的 经 典 解 . 

现在 我 们 给 出 非 齐 次 始 值 问题 (7.5.17) 的 广义 解 的 渐 过 性 
M. 

定理 7.5.12 设 y>0, AEC’ ZFR 501) 的 无限 小 生成 
©, SG) 满足 1SCOOF < Me”. Xk f E 10,00) 上 的 有 界 可 测 两 
数 . 如 果 


lim f()= f, (7.5.36) 
则 始 值 问题 7.5.17) ВЈ SAE u WE 
limu()= -47 f, (7.5.37) 


证 BAISO Me 由 定理 7.3.5 得 .0sp(4) 以 及 
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= Yan EY weas: epi pt u awas nas = тсн: ——— — 


фә, 150и 1 — 0. 考察 


щи) = | S(t 一 Tridr 一 | S((— Df (t) – f ldr 
0 0 


+| S — Df dt =v (t) +v, (0 
与 定理 7.3.1 ВЕШ НКЦ, 


limv, (1) = [зола = К(0;4)/ = — A f, 


tow 0 


为 了 证 明 (7.5.37)， 我 们 还 要 证 明 limv,(!)=0 
任 给 :> 0, WE, ER>’ H 


MORSA RS (7.5.38) 


t 


WE Me (< [ isa- OM) = f idr 
"o 


+| ise- DMO- 7,04 


-E -u(t) 


<fi Mu e +e/2 
REISN, = sup1A(O 选取 足够 大 的 > I. EREA 
一 项 小 于 s/ 2， 则 有 le, (OU < с. 证 毕 ， 
然而 ， 怎 样 的 半 群 才 具 有 下 列 性 质 M 
ISW < Ме“, и> 0, M >0 (7.5.39) 
这 里 不 加 证 明 地 给 出 几 个 充分 条 件 : 
(л) HAEC 类 半 群 S01) 的 无 限 小 生成 元 ， 如 果 对 某 


Фр, 1<р<о, f 
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"w a GE 


| \5(0и] а < + о weH 
0 


则 存在 M > 1, д> 0， 使 得 1S(D)I< Me”; 


(2) 设 4 是 一 解析 半 群 S(1) 的 无 限 小 生成 元 . 如 采 o 
= ѕџр{Ке2:260(4)} < 0， 则 存在 M 2 1, н> 0, Ж 1500) 
< Ме “. 这 里 o(4) A 的 谱 集 . 


8 7.6 对 抛物 型 方程 的 应 用 


Уа, 
А00) = У (a aau) 
lal< т.181 < m : | 
满足 强 椭 网 条 件 BH 
ке(—1)”А „(х, 2с" xen, geR' 


дф 44,00= У (Da a a) 


„19е тает 
h Garding 公式 知 ， 双 线性 形式 B(u,v) = (Auv) 
= У (а*2,и,0,0) ЖН, (О)-1, (Q) Ж. ШЕ с, 
lal < т, 161 < т 
> 0, 4, > 0. 使 得 
Bluu) > c lul? а А, luka ЄН” (Q) 
设 V =H” (0), H=L (Q)， 考 察 混合 问题 


z + 4(х,0)0 = f Vxen 
и(0,х) = и (x) (7.6.1) 
u(x,t) = 0 xeon 
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设 4 为 相应 的 双 线性 形式 6(. ‚+ ) 在 空间 套 
VceH=H' cV 
中 相应 的 形式 算 子 ( 见 $ 5.3)， 那 么 抛物 型 方程 混合 问题 (7.6.1) 
可 以 归结 为 下 列 Hilbert 空间 中 抽象 的 一 阶 发 展 方程 


ди 
一 一 十 А == 
|а .. 在 [0,T) 上 (7.6.2) 
и(0) = и, : 
定理 7.6.1 设 4 是 由 三 重 结构 (V,.H,8) 所 决定 的 形式 算 
子 ， 其 中 双 线 性 形式 B(，,， ):V x V 一 R， 是 连续 的 和 V-H 强 
制 的 :存在 c, > 0, А, > 0， 使 得 | 


вил) > c lul? 2,1) uev (7.6.3) 
则 一 4 EHE C RER 50) 的 无 限 小 生成 元 ， 且 
ISOl<e” w>0 (7.6.4) 


而 -1>4，-4,= 一 (0T+4d) 是 H 上 C 类 压缩 半 群 S,(?) 
的 无 限 小 生成 元 . | | 

E ATER 一 4 是 C” RER 500) 的 无 限 小 生成 元 , 
只 须 验 证 定理 7.3.6 的 条 件 即 可 . 由 于 双 线 性 形式 8 是 V-H 强 
制 的 ， 所 以 D(A) 在 H ФЯ, H 4 是 闭 的 ( 见 定理 5.8.6). а] 
时 有 -Y4> 1,，4 + 灯 是 双 射 ， 且 


IULAT I<G—-2) ' (7.6.5) 
实际 上 ， 边 值 问题 
(М+А)н=/ ucp(A) feH (7.6.6) 
等 价 于 变 分 问题 
Жие D(A), 使 得 : 
B(u,) + Жир) = (S) `€ V (7.6.7) 
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is eg 
КО НЫК НИЕ ана 


但 是 ,WuEV | 
Blu,u) + А1 > с, (Uul? А) 

А НЕЗ Buo) + it 是 Y 强 制 的 即 
Виш) + Жии) > c lul, AZuev (76.8) 


所 以 变 分 问题 (7.6.7) 存在 唯一 解 xeV. 由 光滑 性 定理 ,feH,， 
ж иєр(4), ЖП 


Q — 4 Muli S (Ли) SIA lal 

即 ll Sa-a jll, 
或 IAIA 1 (А) 
反复 应 用 上 面 的 讨论 ， 可 以 得 到 式 (7.3.28)， 且 M = 1. 因此 
-AEC 类 半 群 无 限 小 生成 元 ， 并 有 (7.6.4) Ж. 

为 了 证 明 — А, 是 C° 类 正 缩 半 群 无 限 小 生成 元 ， 只 要 证 
明 一 4, 满足 定理 7.3.4 的 条 件 即 可 ， 由 上 面 的 讨论 DA) 
EH PARAR A, Æ DA) 到 芋 上 上 的 双 射 .所 以 这 里 只 须 证 
明 一 4， 是 耗 散 的 (或 +4, 是 增殖 的 ) 即 可 . 而 这 些 由 
式 (7.6.8) 立即 可 以 得 出 .证 毕 . | 

定理 7.6.2 ”如 果 4(x,5) 是 2m ПИТ, (5, -) 
是 V x V—R 相应 的 双 线 性 形式 А 是 由 三 重 结构 (V,H,B) 所 
定义 的 形式 算 子 ， 则 一 4 是 HH 上 的 解析 半 群 的 无 限 小 生成 元 . 

证 设 4，= 4+27, 则 由 8 的 V-H 强 制 性 有 


А 


(д, +2DuaD)> Alul? 


由 8 的 连续 性 ， 有 
(А, + 20и,и) < |(А ++ aDull, |1 H 
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‚ж-а лыны со "ur 


故 Ай < КА, +4Dul, 
此 即 А054, у < 1 | (7.6.9) 
另 一 方面 ，o(4，) 包括 整个 正 实 轴 ， 所 以 


р(А)> У = få: |arg4| <5 + 530750} 
WHR (7.6.9) 4 
IRQG;A, (А17 МАУ, ¿0 
则 由 定理 7.4.3(3) 知 — 4, ТОРКИ ЖЕ JOE ЭЗ. 
同时 ， 山 于 一 个 解析 半 群 的 无 限 小 生成 元 4， 加 上 一 个 线 
性 有 界 算 子 C 后 ，4 + C 仍 是 一 个 解析 半 群 的 无 限 小 生成 元 
所 以 一 4 也 是 H 上 的 一 个 解析 半 群 的 光 限 小 生成 元 . 证 毕 . 
定理 7.6.3 HACR 有 界 ， 且 边界 足够 光滑 ，f (x,7) 
eH,Y1> 0， 以 及 1 一 1/(， DI, 是 指标 为 0 的 Hoelder 8 
ÉJ, RI 
HC Df DN Mli- 0<0<1 
同时 wu .eH， 则 抛物 型 方程 混合 问题 (7.6.1) 有 唯一 解 4 
eC ((0,0);H™ (Q)(YB” (Q>. 
这 个 定理 是 害 理 7.6.1，7.6.2 和 定理 7.5.10 的 直接 结果 . 


37.7 在 某 些 非 线 性 发 展 方程 中 的 应 用 
半 群 方法 不 仅 是 讨论 线性 发 展 方程 的 有 力 工具 ， 调 且 在 研 
究 非 线性 发 展 方程 时 ， 也 是 很 有 用 处 的 ， 这 里 举 几 个 例子 ， 说 
明 它 在 研究 非 线性 发 展 方程 方面 的 应 用 . 
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наннан гек asan ооло amana, ere s: OE 


我 们 研究 下 面 的 半 线 性 初 值 问题 
H + Auf) = fG,uG)), 1>1, . 
dt (7.7.1) 
u(i )=u | f 
这 里 — A E Hilbert 空间 HH 中 的 一 + c° .类 闪 群 无 穷 小 生成 
ЖЛ, т\х н- н XF йй RUS w 满足 Lipschitz 条 


#. 

始 值 问题 (7.7.1) 不 必 有 任何 种 类 的 解 , 但 是 如 果 它 有 一 个 
经 典 解 或 强 解 ( 见 定义 7.5.1) 时 ， 则 在 $ 7.5 开始 时 所 给 出 的 讨 
论 表明 这 个 解 4 必须 满足 积分 方程 


uD)= S(t— t )u, +f S(t — т)/(т,и(т))4т (7.7.2) 


从 而 有 | " 
定义 7.7.1 ”积分 方程 (7.7.2) 0 — 384848 u БУДЫ 
题 (7.7.1) 的 一 个 广义 解 . | 

我 们 首先 给 出 重要 的 Gronwall 引 理 ， 然 后 讨论 问题 (7.71) 
ХАЖ. 

51008771 设 在 (0,7) Em 是 可 积 的 ， 几 乎 处 处 为 正 的 
Й, с> 0 是 个 常数 ШЖ peC(10,TD ERE 


0< esac f m(s)e(s)ds, refo, T] (7.7.3) 
0 
Шо 是 有 界 的 ， 其 界 为 
Ф()< cxp( | "з, V є[0, Т] (7.7.4) 
0 


证 “首先 设 O> 0， 则 由 式 (7.7.3) 有 


0 < m(t)o(t)(c 十 | m(s)jo(s}yds) T! <m() Wief, T] 
0 
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对 上 面 这 个 不 等 式 从 零 到 1 积分， 有 


In(e +| m(s)e(s)4s) < | m(s)ds + Inc ` 
`. 0 2; 0 


Rp c 十 | m(s)@(s)ds < cexp( | поз) 
0 .° 


则 由 式 (7.7.3) 可 得 式 (7.7.4). | 
叉车 c= 0， 则 愉 能 从 :到 1 积分， 则 有 


w" | ОО) < "(| ное) f mous o 
H o< Ё m(s)e(s)ds < [metas - exp (өш) 
.0 | ‚ ` 
令 s 一 0， 则 得 9 = 0， 故 (7.7.4) 依然 成 立 .证 毕 ， | 
定理 7.7.1 É fe Tlx HH ЕП T) ЕАМ, 
ТЕН 上 是 一 致 Lipschitz 连续 ( 其 常数 为 工 ), ШЖ -AHE 
一 个 C 类 半 群 S( 的 无 限 小 生成 元 ， 则 对 每 一 个 4,eH， 始 
值 问题 (7.7.1) 有 了 唯一 的 广义 解 we C([r TLA). ШЕВ и эш 
是 从 H 到 Cif TIH) 内 Lipschitz 连续 的 . 
证 Vu, ЄН 定义 
Е: Cl ,TH) = С ,TJ);H) 


为 . 
(Fu) = S — t jz + | 5(: – т) f(z,u(z))dz 
Мі SIST (7.7.5) 
ZAR шй = lul oy z È 0-7-5) 式 有 
Риу) — (РО M L(:— t )lu — ol (7.7.6) 
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这 里 ISO # Ir , 刀 上 的 界 .利用 式 (7.7.5) 和 (7.7.4), Ж 
хл 用 归纳 法 易 得 | 
ПСЕ" UXA) — (FON < (я! ) '(MLG- t lu el, 
因此 
ПЕ" Е" < (л! en (777) 


对 充分 大 的 mw， 有 (МІТ) (n )”< 1， 由 压缩 映 象 原理 的 一 个 
熟知 的 推论 , F fE C([t ,T|)H) РШ -的 不 动 点 ， 这 个 不 动 点 
正 是 积分 方程 (7.7.2) MRR. 

u 的 唯一 性 和 了 映 象 4 — u 的 Lipschitz 连续 性 可 由 下 面 的 讨 
论 得 出 . 设 " ЖЖ (0771) Er, TERAH >, 的 一 个 广义 解 ， 
则 

lul) — 0001 < IS t u, =S- t )u, l 


+ | 156 сао) = Ды 


Ca атк 


由 Gronwall 不 等 式 ( 引 理 7.7.1) ЯП. 
a) — oO < Мехр(М (Т — t lu —2,1 


从 而 lu~ vol, < Mexp(ML(T— t Dlu, -vl 
由 此 得 u 的 唯一 性 和 映 象 u м 的 Lipschitz 连续 性 .证 毕 . 
不 难看 出 Ж geC([t ,T);H) 和 在 定理 7.7.1 中 我 们 定 
ХЕЗ 
(Би) = gt) + | S(t — т)/(т,и(т))йт 
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则 可 得 到 更 为 一 般 的 结果 : 
ETTI DRAM S MRETI RI. Mg 
ECU TID 积分 方程 


olt) = g(t) + | | S(t — т) /(т,о(т))ат (7.7.8) 


有 唯一 的 解 osC([t TH). 

在 定理 7.7.1 中 函数 / 的 一 致 Lipschitz 条 件 保 证 了 问 

题 (7.7.1) 广义 解 在 整个 [t T] 上 上 存在 .如果 我 们 只 假设 对 
Tu, /满足 局 部 的 Lipschitz 条 件 ， 且 它 对 有 界 区 间 上 的 上 是 一 
致 的 ， 妈 对 每 一 个 1/ 之 0, c > 0， 存 在 一 个 常数 Ler, ER 

fC) /DN < L(c,t)lu — ul (7.7.9) 

HDAN u, vel, [шй < c, lol <e PAK telor] лз. , 则 可 得 
定理 7.7.1 的 局 部 表示 为 

定理 7.7.2 . 设 /:[0,%) x H>H, HF >o ERF и 
局 部 Lipschitz 连续 ， 而 卫 此 连续 性 关于 有 界 区 问 上 的 ( 2: — 6 
的 .如果 一 4 是 日 上 一 个 C” 类 半 群 的 无 限 小 生成 元 ， 则 Yu， 
EH, FE tn <°, TA 


та: 


йай}. | 20 
Га + Аи (9 = Лоа) t (7.7.10) 


u= u, 
TE [би pa) 上 有 唯一 的 广义 解 . 而 卫 如 果 (su < + ©, 


lim Паб) 1 = ° 


一 
T mas 


E KAER, Y, 20, Vu EH, 在 本 定理 的 条 件 下 ， 
在 [t,,f)] 上 ， 始 值 问题 (7.7.1) 有 唯一 的 广义 解 :而 区 间 [г r.) 
长 度 的 下 界 为 
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б@ lu, = min{ Dllu, 10е )LGG ы, + 1) + NG Илл) 


这 里 L(c,t) 是 式 (7.7.9) 式 中 所 定义 的 f HAR Lipschitz Ж 
Ж, M(t )= тах{15(0)1: 0<г< г +1}, А) = 21и MAG) 


#1 NG) = тах{1/(,0)1: 0<<1 +1). 33 E, =, 
+ обе, lu, 1), Ж обе, lu DEAR (7.7.11) 给 出 的 .由 
式 (7.7.5) 所 定义 的 映照 把 C([1,,1,];H) PROAT, ， 半 径 
为 KG) 的 球 映 到 它 自身 . 这 是 由 下 面 的 估计 得 到 的 : 
[FON < MG „йи N | 


+ [ lS — DAS EuD ~ fe OF + IA Dads 


< M( Wu l+ MEKU JELEK) t, + 1)G — t.) 
+ мама =i) 
< м( llu + KG )L(KG ), ,+1)@—/) 
十 NG -ED 
<2M(t llu | = KE). 
其 中 由 上 +， 的 定义 得 最 后 一 个 不 等 式 .在 这 个 球 里 ，F 满足 系数 
A L = L(K(t ),t, 十 1) 的 一 致 Lipschitz 条 件 ， 从 而 和 定理 7.7.1 
中 的 证 明 一 样 ， 在 这 个 球 里 忆 县 有 唯一 的 不 动 点 w， 它 就 是 区 
间 [t,t ] 上， 始 值 问题 (77.1) 所 要 求 的 解 . 
从 上 面 的 证 明 可 知 ， 如 果 w 是 始 值 问题 (7.7.10) 在 区 
її] [0, 可 上 的 广义 解 ， 它 就 可 以 延 拓 到 [0,т + 6K6 > 0) 上 .在 [t,t 
+ó] E, иб) = wl). їй ич) 是 于 述 积分 方程 的 解 BH 


„@=5(@- 909+ | 0 туа 


一 198 一 


r<í(<r+ ó i (7.7.12) 
而 且 ó 只 与 leol, K(z2) 和 М(т) 有 关 .. 
[бм ] 是 (7.7.10) 的 广义 解 4 存在 的 最 大 区 间 .如 时 


max 


£. Ü <°, Инт 1001 = oo, 因为:， 若 不 然 ， 则 存在 序列 1， 


[; 


ыш, ERIA п, 有 lut < с. 和 上 面 刚刚 讨论 过 的 延 折 
一 样 ， 对 每 一 个 与 ! ， 充分 近 的 {,， 在 10,t,] 上 所 定义 的 解 u 
可 以 延 拓 到 在 {0,! +ó] 上， 其 中 5>0 与 4 无关 .从 而 zx 可 以 
延 拓 到 + Д, уг АХФ. 

为 了 证 明 式 (7.7.10) 的 局 部 广义 解 u 的 唯一 性 ， 只 需 注 
意 ， 如 果 v 也 是 式 (7.7.10) 的 广义 解 ， 则 根据 定理 7.7.1 证 明 中 
所 给 出 的 唯一 性 的 讨论 ， 可 以 证 明 在 u ЖЛ о 都 存在 的 每 一 个 闭 
区 间 [0,f | E u= v. A u 和 v5 都 存在 相同 的 1 ИАЖ 
[Ot a] E, ч=0. EE. 

众所周知 ， 通 常 如 果 /只 满足 定理 7.7.1 或 定理 7.7.2 的 条 
件 ， 始 值 问题 (7.7.1) 的 广义 解 不 一 定 是 式 (1.7.1) 的 经 典 解 或 强 
R. 下 面 给 出 一 个 使 (7.7.0 的 广义 解 成 为 经 典 解 的 充分 条 件 . 

定理 7.7.3 设 — 4 RH E C° 类 半 群 5() 的 无 限 小 生成 
元 ， 如 果 fil, T} H 一 H 是 由 [1,;T]x HH 到 H 的 连续 可 微 
H, MYu EDA), ERR (7.7.1) 的 广义 解 是 它 的 经 典 解 . 

证 “首先 要 注意 了 由 [L ,了 x 下 到 下 的 连续 可 微 AM 
着 对 于 1,f 是 连续 的 ; 对 于 w， 它 是 Lipschitz 连续 的 ， 而 卫 对 
于 teft,,T] 是 一 致 的 .从 而 由 定理 7.7.1 知 始 值 问题 (7.7.1) 
在 [t,,T] 上 具有 唯一 的 广义 解 . 其 次 ， 我 们 证 明 在 [1,,T] E, 
这 个 广义 解 是 连续 可 微 的 . 为 此 ， 记 BO) = (д / à) ru) 以 及 


a 


a 
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g= SU- tf ult D- А$(@ —1ди, 

+ | S(t -rn f(r,u(r))dr (7.7.13) 
г, .Or 

山 假设 知 geC(t ТН) 以 及 h(4u)= BO 对 5 由 [TI 到 下 
是 连续 的 ， 并 且 因 为 :一 B(r) IH [1 T) 到 B (H) 是 连续 
HJ, В(ї,и) 对 ww 是 一 致 Lipschitz 连续 的 . 设 w 是 下 面积 分 方程 

的 解 | 
ж (И) = g() + [ 5(1— r)B(r)w(r)dr (7.7.14) 
由 排 论 7.7.1 可 得 weCc( ,TBH) 的 存在 性 和 唯一 性 . mH ШК 

设 


Sirul + h)) — f(r,u(r)) 
= В(г)(и(г + h) —u(r)) + w (rh) : (7.7.15) 
以 及 
Slr + hule + В) f(r,u(r + h)) 
= (0 / 0r)f(r,u(r + h))h + w,(r,h) (7.7.16) 


Jeta iw (тл) з 0, Khao, Eu TERORY (i 
= 1,2). WR w (O= h uath u wl), ШШ u 定义 以 


及 出 式 (7.7.14), (7.7.15), (7.7.16) 有 
w (= 1 (SU +h ди, — Si u )+ А$(— t u] 


+ А -f S(t — r)(w (rh) + w ,(r,h)yqr 


+ ва È fut ta- È fruar 
or or 


一 200 一 


—— h н е == ——————5з=з-——— 


_1 t +h 
+ А || S(t + h —r)/f(r,u(r))dr 


=S= t SU ul ЭЛ + | S(t—r)B(r)w , (r)dr (7.7.17) 


不 难看 出 式 (7.7.17) ARAA E HR BJ S КСЫ p —, 0 ПРА 
TE. AMA 


и < о м le ar (7.7.18) 


这 里 М = тах{115(:— IBON, — r< TY DR һә 0 B elh) 
50. 由 式 (7.7.18)， 利 用 引 理 7.7.1， 有 lw (Ol < c(h)exp((T — 
ӘМ), Ahont, |» (1) 一 0. 这 就 是 说 ， 在 [5 ,7] 
二 x(0 是 可 组 的 而 且 它 的 导数 是 w(0). ИУ we C(Ir TIH), и 
fE T) EEMETA . 

最 后 ， 还 要 证 明 w 是 式 (7.7.1) 的 经 典 解 h u ШИ ЕНГ 
性 以 及 /的 可 微 性 假设 知 在 [1 Tl 上 f(r,u(r) ЖЕ ЕНГ 
的 ,由 定理 7.5.6 有 


1) = S(t — {Ou 十 | S(t — r)f(r,u(r))dr (7.7.19) 
是 始 值 问题 
шо + А000) = f(r,u(t)) | 
| йа. (7.7.20) 
(1 )= u 


的 经 典 解 .但 是 由 定义 ，x ER (7.7.20) Éy) XAF, ШШШ 
式 (7.7.20) 广义 解 的 唯一 性 得 在 [rT] E ,w= о. Мј u JE hb tE [8] 
题 (7.7.1) 的 经 典 解 . 证 毕 . 
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下 面 给 出 yx e D(A) 时 始 值 问题 (7.7.1) 的 广义 解 成 为 强 解 
的 充分 条 件 . 
жалла 设 4 JH E C RRR SO 的 无 限 小 生成 
元 .如 果 A [1,,T]x H>H 对 两 个 变 明 是 Lipschitz 连续 的 : 
Лх fx MH < с — t+ 0, 5,0) 
X x, EH, L> 1, elt,T] (7.7.21) 
u eD(4) Ш и 是 始 值 问题 (7.7.1) 的 广义 解 ， 则 w E Phala 
问题 的 强 解 。 
证 #0 150)1< М, ПНО Yi << Т.М 
<h<i-i, # . 
и +h) иб) = SU +A u, = Sü— ru, 


h 


+ f ° SG+h- т)/(т,ш(т))йх 


f 
о 


г 


+ | 5@— [т + hul А) ЛСМ 


从 而 
lul А) – (< АМ Аи |+ BM N 


+ mef (h + lult + h) — u(r т 


, 
° 


<ch+ ме) Писа А) = иот 


由 引 理 7.1.1 得 
zx( 二 有 一 AOLScAhexp(TMdc) (7.7.22) 
В u 是 Lipschitz 3:28. 
IH u 的 Lipschitz 连续 各 /的 Lipschitz М г f(r,u (0) 
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Ce 


在 [4,,T] LÆ Lipschitz 连续 的 , 由 定理 7.5.8 知 始 值 问题 


dt .. (7.7.23) 
et, )= и, 


在 [7， т] 上 有 唯一 的 强 解 v 且 满足 


š fa + e= feul) 


vít) = S(t 7 Ju, + |. S(t — т)/(т„и(т))ат = u(t) . 
从 而 & 是 式 (7.7.1) ЩЙ. ШЕЕ. 


5 7.8 раж RRI EN Galerkin? $ 


”本 节 中 将 讨论 和 数值 分 析 有 密切 关系 的 Galerkin 方法 - 
设 у, H 为 两 个 Hilbert 空间 ， 共 中 百 为 主 元 空间 ， 它 们 满 
ЕУсН= Нс У’, ЖА А (5, + )), (6,0) 91 
WA V, Н ИН. mil | 和 | ， | 分 别 记 为 相应 的 范 数 . 

考察 一 阶 线性 发 展 方程 _ 
du +Au= f | _ 
这 里 4 是 V 一 V' 线性 连续 算 子 ， 对 应 的 双 线性 形式 为 

‘alu w) = CAu v0 uveV 

A 是 V ИО. ШИРЕ о> 0， 使 得 a(ww) > alul’, YueV. 所 
以 4 是 VV 的 同 构 ， 也 是 从 D(4)= [ueV:Au eH) F H E 
的 线性 连续 算 子 . 

г> би eH;/ 是 [0， тү>н 的 抽象 函数 ,feL”(0,T;H). 现 


在 求 函数 u:[0,T] 一 V， 它 满足 始 值 问题 


+Au=f ОТЕ | (08.1) 
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站 RE 


и(0) = u, | (7.8.2) 
根据 引 理 4.3.3， 于 述 方 程 趾 有 意义 的 .因为 As &(У,У”). 
# feL2(0,T;V), ueL (0,T;V)， 则 式 (7.8.1) 指出 ， 在 分 布 意 
ЖСК иет? (0,T;V). 由 引 理 4.3.3 知 и 几乎 处 处 等 于 一 个 
从 [0,T] 到 YY’ 的 连续 函数 ， 所 以 式 (7.8.0 有 意义 . 
我 们 用 Galerkin 方法 ， 证 明 下 述 存在 唯一 性 定理 ， 这 种 
构 井 性 证 明 ， 在 数值 分 析 中 至 关 重 要 . 
fT V 是 可 分 的 ， 那 么 在 V 中 存在 完全 正 交 系 {wh i 
= 1,2,6 尤 共 是， 如 果 4 是 对 称 正 定 的 ， 那 么 在 H 中 存在 本 
RRR fw Y. :满足 - 
| Aw. = Lw, i= 1,2. f Е (7.8.3) 
fr 构成 H 的 正 交 完备 系 .对 任何 正 整 数 m > 0， 我 们 寻求 始 
值 问题 (7.8.1), (7.8.2) 下 列 形 式 的 逼近 解 : 


u 0) = y gA (Dw, (7.8.4) 


ири: П], АШИ, Ж wew, 张 成 的 空间 . 
4 RER (7.8.1),(7.8.2) 的 Galerkin 方程 


i + а(и м0) = (f) EW, (7.8.5) 


и „00 = Р ни, 一 U от 
ЖТР EHOW, HERRE, A (7.8.5), (7.8.6) 等 价 于 下 
列 常 微分 方程 组 ( 取 v=w,, i= 1,2,-:- m) : 


E w pw g'n O + У абе „е Dgn (D = LS? (7.8.6) 
由 于 矩阵 (жи) Ж, 2 (В) жън Е, ， 那 么 上 式 可 以 
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, = ; = ... I 
8 mj + Sgn = БВ») i =1,2,*,m | (7.8.7) 
5,00 = u, = Ў?) (7.8.8) 


让 常数 微分 方程 经 典 理论 可 知 (7.8.7)，(7.8.8) 存在 唯一 解 ， 
并 且 由 于 1 一 《/,w,》 是 平方 可 积 的 ， 所 以 g， 也 是 平方 可 积 
的 ， 从 而 对 每 个 m， 有 

u EL (0,Т;У)Г\С@0,ТЪН), e eL (0,75У) (7.8.9) 

于 是 ， 有 下 列 解 的 存在 唯一 性 定理 和 Galerkin АИ 
性 定理 : 

”定理 7.8.1 ial, ) EV XVR H V ANEREN 
线性 形式 AE Е (У,у) 为 相应 的 形式 筑 子 . 


设 u EH, SEL (0,T;V’) (7.8.10) 

IA 1а (тр (7.8.1), (7.8.2) ЕМЕ — wu, WO 
uEL (0,Т;У)(\С([0,7;Н) (7.8.11) 
и'єІ(0,Т;У/) (7.8.12) 


по (7.8.5), (7.8.6) 的 Galerkin Аи 在 下 列 意 义 下 收敛 于 u: 
u >u, 在 L (0,T,V) 和 L”(0,T,H) 中 强 收敛 (1 < p < оо) 
一 wu， 在 L”(0,T,H) 弱 足 收敛 
证 “首先 对 v 进行 估计 .为 此 在 式 (7.8.6) 1h, WARR 
相 加 得 . 
(изи) + а(и„и„)=</ш„› (7.8.14) 
асе, =) 的 强制 性 ， 得 


(7.8.13) 


以 8 


mi ° 
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er a 


站 ee 


14 2 2 x 2, d 2 
PaL TAE EET 
а ju, [+ alu, 1° < 1 171 (1.8.15) 
аі m m x v ` 
两 边 积分 以 后 @ 
ОНИЕ 
， | 
2,1 2 
<и + q Ilion v 


1 


ИТ suplu, YW < Ju, | Лз (7.8.16) 


360,7] . 
上 式 有 边 与 m 无 关 ， 所 以 
lx һе» -ZAR (7.8.17) 
另 一 方面 , 同样 可 以 得 


и 
о 


a DF tou ison „|н, + Ле v 
从 而 有 | 
айн „| зал v Slo + 1 ШК v (7.8.18) 
即 lu loas w ZAR (7.8.19) 
由 式 (7.8.5) 有 
luly = вари 0) / lol < Mlu, hy Л, 


| | 
从 而 [ио vy S „олу + Р гот v 


或 и la v S сн, | + Л, vo) (7.8.20) 
应 当 说 明 ， 不 同 地 方 出 现 的 常数 с 表示 不 同 的 意义 .从 而 
lu ear w 一 致 有 界 821) 
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其 次 进行 极限 过 渡 , 式 (7.8.15)，(7.8.19) 和 (7.8.21) 保证 存 
在 一 个 子 序列 ( 仍 记 为 u,) 和 ueV, x eH， 使 得 


u >u, ЖЕП, (0,T;V) 中 弱 收 敛 (7.8.22) 

u 9и", 在 L”(0,T;H) 中 弱 星 收敛 (7.8.23) 

“Р, EL (0,T;V ++ КС (7.8.24) 
此 即 | 

о-о 00954150 Мое? (0,7;У/) (7.8.25) 

КОЛУ? йаз 0 YreL (0,T;H) (7.8.26) 


由 式 (7.8.22) 还 可 推出 


| (u (0) — u(t), u(())dt > 0 ме (0,Т;Н) 
0 


故 | (u` uv)d 0 YreL’ (0,Т;Н) (7.8.27) 
也 就 是 
и= и‘ eL’ (0,T;V)(YL (0,Т;Н) (7.8.28) 
现在 证 明 и 满足 式 (7.8.1), (7.8.2). 为 此 ， 取 [0,T1 上 连续 可 
MERY, E | 
у(Т) = 0 (7.8.29) 
ER (7.8.14) MUER ç HA E, ЖЛ 
| u Oww дй = — | u ww дй (u, (0),w 0000) 
0 0 - 


得 
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T T И 
-| ww д4: + | а(и Ww )dt 
0 0 


T 
= (и W ) a + | <,» ууа 
Ат + о, ТЕ ии |> 0те o 时)， 得 
T T 
一 | (u, w )dt + | а(и дуж )dt 
0 0 
= (u w WO) + | ¿vya (7.8.30) 
| 0 
Ro eW , HE (7.8.30) 的 线性 组 合 ， 得 
T T 
一 | (u, di + | a(u,ku )di 
0 0 
, | 
= (и O+ fw, Ya 
0 


Ф тэ «суо (fE V 内 )， 则 -YveY f 


-| ио) + | alu yv)dt 
0 0 


= {u р) (0) + | < Р,оуфах i (7.8.31) 
0 

My = peD(I0,TI]， 绪 么 在 分 布 意义 下 和 有 

+ (и,0) + а(и,в) = < ГУ Mee v (7.8.32) 
从 这 里 也 可 以 推出 мие (07T;V9， 并 再 成 立 

и'+Аиш= f (7.8.33) 
对 式 (7.8.32) WIR у, FEA 0 到 了 积分 ， 再 分 部 积分 ， 
则 有 有 
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— m... э a iu... ааа ` 


; -| LES] або) | 
0 0 


= шоро) + | ¿oygai xpeV (7.8.34) 
比较 式 (7.8.4) 和 (7.8.31), 

(и — и(0),ь)ф(0) = 0 Мру `. 
ЕЛ р, 9000) + 0, и = u(0._ 

FATE MEN и МТН TE, 为 此 引用 Lions 
一 Magenes 插值 定理 (参看 [191). 

引 理 7.8.1 Ü Yc Hc Vi 是 三 个 Hilbert ZM, V У 
的 对 偶 空间 ,如果 weL (0,T;V), ure (0,1;У7), IZ u 几乎 处 
处 等 于 一 个 从 [0,T] > H 的 述 续 函数 ， 即 xe C(I0,T1H)， 并 LL 在 
分 布 意 义 下 ， 有 

£ Jul? 2 _ (7.8.35) 

这 个 引 理 和 式 (7.8.22)，(7.8.24) 推出 иес (Го, ттн). 为 了 证 
Е Е, и ош, 为 式 (7.8.1), (7.8.2) 的 两 个 解 $ r= u, 
一 4,， 则 

w+ Aw=0, w(0)= 0 
两 边 对 w 作 H 的 内 积 ， 利 用 式 (7.8.35)， 有 
“|| +w =0 
00 < 10001 =0 Nrel0,T] 
БИЙ и, = wx,，Yxe[0.7]. 唯 一 性 得 证 
下 面 证 明 强 收敛 结果 ， 为 此 令 
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d = |v (T) - щ(Т)| + Јао, -uu — Wdt (7.836) 
在 [0.7] 上 积分 式 (7.8.14) 得 
аср + K = |н „|! + [| «ой 
所 以 ，d 可 以 改写 为 


d = = (u Тшту + 5 и) +; и (OF 


Т 


+ | [а(и,и) — а(и ,u)— а(и,и )+ Риу) 
0 
应 用 式 (7.8.22),(7.8.23) 得 


limd = = 21а) +у|, | 十 | (a(u,u) + <f,u>)dt 


然而 在 (7.8.32) 中 令 r= zw， 并 了 且 在 0,T] 上 积分 后 ， 可 得 
lim d = 0, Жаб", ~ ) 的 强制 性 ,有 
1 2 
z l*a- щТ)| <4, 
2 
Lĉ(0,T; V) 
所 以 lim la — zl 


m — сс 


[EL OTV, u 强 收敛 于 zx 
即 (7.8.37) 
在 L”(0,T,H) 中 ,wu， 强 收敛 于 4 
联合 式 (7.8.37) 和 (7.8.17), 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 ， +í 
在 L”(0,T;H)(1 < p< оо) фи BAF u. ШЕ}. 
现在 我 们 米 改善 定 解 条 件 ， 提 高 解 的 光滑 性 .为 此 注意 4 
也 是 D(4) 到 H 上 的 线性 连续 算 子 ， 并 二 


alu, — ul <d, 


т юлт; у) 0 
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<mana чече С окт  ———— 


а(и,0) = (Auw) . Yu,ve D(A) 
由 a(.,*) 的 V 强制 性 可 知 , a(u,u) 2 alul? SZue p(a), H 
此 在 D(4) 上 可 以 定义 范 数 | 


luh = ашыш) = (Au). 


定理 7.8.2” 设 定理 7.8.1 的 假设 成 立 Н 


S S'EL QO ra ep) и (7838) 

那么 式 (7.8.1), (7.8.2) 的 解 满足 | 
иєС([0,7),0(4)) (7.8.39) 
weL (0,Т;У)Г\С(0,Т,Н) (7.8.40) 
и”єТ, (0,Т;У”) (7.8.41) 
而 式 (7.8.5) 和 (7.8.6) 的 Galerkin ЖО и, fE F 91388 ех 
于 在 L (0,T;D(4)) 和 L”(0,T;V) h, и >u (7.8.42) 
EL OT; VYP, u, 一 u( 弱 星 收 敛 ) (7.8.43) 

Ш #о=и, Ж (7.8.1) 后 ， 则 得 

u + Ар = f (7.8.44) 
5(0) = u0) = 0) – Au, (7.8.45) 


也 于 式 (7.8,38) 和 引 理 4.3.3， 则 Seco, TIE), 0) 有 意义 .由 
式 (7.8.38) 和 (7.8.45) 知 v(0)eH. 所 以 式 (7.8.44), (7.8.45) 可 以 运 
用 定理 7.8.1 得 weL*(0,7.V) 门 C([0,T]H), eL (0,7T;V), Ж 
如 式 (7.8.40), (7.8.41). 另 一 方面 Au = f — u", HT f/— u 
eC([0,T]H) 以 及 А 是 D(A) H H HAH, At иЄС((0,Т)Н), 
此 即 式 (7.8.39). 

现在 讨论 Galerkin 通过 解 x， 的 佑 计 .为 此 ， 在 式 (7.8.5) 


中 取 v= Ан, EE (Au ш) = lu 1. MI 
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14 
LS iu? l+ alu „Au „) = </,А и > (7.8.46) 


2 dt 
1 
或 5 ди П [аш | = бли 
1 1 2 
但 SAn «17и лиа 
АЦ АА l +|4u |< Ifl (7.8.47) 


在 [0， T] 上 积分 后 ,得 
а (TI af GEN |4 < lu, (0) ' ПЕТ 


2 2 
ИЧИЛЕ 
70 


所 以 
ju Ë ror; оор 一 致 有 界 (7.8.48) 
lu sar; v 一 致 有 界 (7.8.49) 
du 
1—1 


一 致 有 界 (7.8.50) 
国 而 存在 子 序列 (јоу и 使 得 


di ute; H) 


在 L (0,T;D(4)) 中 ，w， — и( 1k 20) (7.8.51) 
在 L (0,T;V) 中 ，v ә u(88 R k 52) (7.8.52) 
EL OTH, == , gkg (7.8.53) 

ом ' di dt > ` 
x 


lu (T)— (T)? 


т 
„= 5 +| а(и 一 и,Аи — 4и): 


0 
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lu (D= (pe pr 2 
-一 -一 一 一 + au, лара (7.8.54) 
0 


积分 式 (7.8.46) 得 
la LA + [и Е 
Аи n 


lu (OF 
-| Cf,Au, >dt + + 一 (7.8.55) 
代入 式 (7.8.54)， 有 
d, = — (u (Tyu(T) + lu(T) /2+ lu 172 

T 

+| (a(u,Au)— а(и ,A и) 一 a(u,Au, ))dt 
0 
T 

СТЕУ (7.8.56) 
0 


利用 式 (7.8.51), (7.8.52), XIR (7.8.56) 进行 极限 过 渡 F 


_ бои rr 
lim d = = + 一 一 一 |. а(к,А и)а! 
т 
+ | <f,Auydit 
0 
利用 式 (7.8.1) 可 知 lim a = 0. 
MÆ Пи ul ror оир Sdn 15,07) ЧТ Z2< 4, B 


以 lim lx -ul ror рар = 0 HH u, ТЕУ ЧО м. ЖЛ) 


式 (7.8.49) 和 Lebesque 控制 收敛 定理 可 知 {Е1(0,Т;уУ) 中 
"， 强 收敛 于 v， 所 以 式 (7.8.42) 成 立 .证 毕 ， 


定理 7.8.3 ” 设 定 理 7.8.1) 假设 成 立 ЭН 
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лала олсаг CNY 


(1) alu, u) ERTER. uve V (7.8.57) 


(2) V c HARAKA (7.8.58) 

(3) u EV, feL (0,T;H) (7.8.59) 
那么 (7.8.D 和 (7.8.2) 的 解 满足 

ueL (0,T;D(A))[YC(0,T1V) (7.8.60) 

ueL (0,T:H) (7.8.61) 


如 果 w， 是 相应 的 Galerkin HER, ， 那 么 还 有 下 式 成 立 


N Шы; зот, у) < сй, (и, 1 + ПУ зот н) 


lu – И nm зөт, н) < cà, (lu, + Ilion m) 
其 中 [1 } 为 A 的 特征 什 


证 ha) Q) 可 知 ，4 ”是 线性 紧 算 子 ， 并 且 本 征 函 数 
Ж {w C= 12…) 是 再 的 正 交 完 备 系 . 由 于 


(7.8.62) 


Aw 5A Wp i= 1,2% (7.8.63) 
HBA, <А А 64, 900, тоо в. х 
(о ою) = (ш Aw) (7.8.64) 
alu „A w) = (Au „A w) = (du ,Aw,) (7.8.65) 
Uiw = (fa Aw.) (7.8.66) 
Ж: Galerkin 7 и = кы», 则 ди, = ЫЛГИ 
=! jmi 


利用 式 (7.8.46)， 同 样 可 以 得 到 式 (7.8.48) 以 及 收敛 性 结 
Ж. (7.8.51) 一 (7.8.53). 所 以 式 (7.8.1), (7.8.2) 的 解 满 足 式 (7.8.60) 
和 (7.8.61) ， 现 在 还 须 证 明 weC(0,T] :Y) ， 为 此 要 用 到 下 述 引 
理 (参看 [24]). 

引 理 7.8.2 iR X,Y 为 两 个 Banach 空间 , X < Y 是 连续 内 
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B. 如 果 一 个 函数 .esL (0, Ту) EILE Y 内 是 表达 续 的 ， BE 
么 p 在 X 内 也 是 弱 连 续 的 . 
利用 这 个 引 理 u 是 [0,7] 到 V ЕЕЕ ЕЙ, ШШ 


“T(x(1),o)) 是 连续 的 , e o (7.8.67) 
类 似 地 , г a(u(0), s) 是 连续 的 > Mee. _... (7;8.68) 
HA (7.8.1) ARL Au, 再 作 HAR, WH o o. 
(u Au „) + (Au, Au „) = Au, ) 《718.69) 


和 定理 7.8.2 证 明 一 Ж, R (1.842) 和 (7.8.43) 也 成 立 ， 对 
式 (7.8.69) 两 边 求 极限 ， 得 G AD + лир =(f, Au). 
由 于 4 是 对 称 正定 的 利用 引 理 7.8.1， {1 


з= 14 1⁄2 


1⁄2 7 172 L Га l 

(Au) = (A А zg uA u) yq au) ` 
从 而 有 ОИ Оо, | 

£ абиш) + 214и] = 2(f,Au) 0.8.70) 


联合 式 (7.8.67), (7.8.68) 和 (7.8.70), 81%... 
talul, ult) 在 [0, T] 上 也 是 连续 的 , шт а(- - ) 的 强 
制 性 ， 在 V 中， wni)” нален, # u 
eC([0,T] v). | 
下 面 估 Ше, =u—u, t, eW, Pu жузу, юнь 


ZKÉ0 AT Q =1— P .于 是 由 


Ca = х 4 4u= 
e =P ^ш — и = d u 


两 边 对 e， HINL, # 
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|е + ае e „)=(0/,е )<|o, |е. | 
但 是 esC V, Ж 
le > 2 е, | (7.8.72) 
ЖФА, 4,… 是 4 的 特征 什 ， A> +o, 234 тә ос D. 
利用 式 (7.8.72)， 则 


-172 


le, Ë +ale,l <А Jo „flen 
<( 1 Qn fy / 2а + ale 1 /2 
т еа ао и 


再 一 次 利用 式 (7.8.72)， 则 
l. | + А 19е | < 1 |o. /a 


je OF < Je (0)| exp(— aå t) 


m+1 
+| 2 exp(— «470: SD h ааз 

对 于 e, (0)， 利 用 式 (7.8.72)， 则 

j, (OF < 27, exp(— а4 


2 
„412916, И ml 


+5] |Q „| exp(— ain, — 20) / хаз (7.8.73) 
° ` 
故 两 边 对 上 从 0 到 了 积分 ， 并 注意 


| T je Aof expt- ал (t — 5) / xdsdi 
о 0 


m+! 
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- | | О „F| ехр(— ад 5) ааз 
ос 


т 
= - | |Q „fO (ехр(— aå, Т) Dds/ a i, 
0 


于 是 
Пи и l а < сї (lu, _ u. |+ Шз m) 
сд (lu l+ Ifloss a) 0.874) 


同 理 ， 若 对 式 (7.8.71) 两 边 对 Ае WE H 的 内 积 MJ 


Id 2 
2971 1 + Aen Ë = (Qf,Ae,)< |. le, | 


、 d 
所 以 Fle + jde | јо" 
由 谱 分 析 知 |4e 。| > 4 [е 1. 故 


a 2 2 2 
Fle Nta, le <o 1 


le OW < Пе, (Ol exp(— 4 0) 


m+! 


+ | [Qf()| exp(— å, , G — sas 
Q 
两 边 对 с 积分 ， 可 得 
Пи u loas a Siap (le I+ Л ы) 0.8.75) 
联合 式 (7.8.75) 和 (7.8.74) 即 可 得 式 (7.8.62). ШЕКЕ. 
一 217 一 


луш аза ЕЕ 


本 齐 主 要 讨论 隐 式 以 及 二 阶 发 展 方程 .除了 具有 标 认 .边界 条 
件 的 古典 的 热传导 和 波动 方程 以 外 ， 本 章 中 还 给 出 了 许 E 标准 
问题 АПОУ ЯУ, Соболев, ЖЕ ВЕРА. | 
ИРЕ вара 


Ва Е ， 


设 V， 是 一 个 Hilbert 空间， 其 内 积 为 (,，,) ЗЕЯ 7 Ж 
示 由 V， 到 共 对 偶 空间 V' ;上 的 Кіева 映射 ， 即 . 
Zx(y) = (х,у). Mx, ye v, К | | 
DEV 的 子 空间 ，L: D—V 是 一 线性 映射 .如果 给 出 4 
EV 以 及 /еС((0,®),У” )， 闭 虑 下 述 问题 : . 
ЖиєсС({0,е),У )PC (co),V ), 使 得 
Zu(D + Lu(t) = SA, t> 0 
0) = и, БА Е 
因为 Riesz 映 射 Z 是 V, 一 V БКМ, ， 所 以 (8.1D 是 
正则 方程 . 又 应 该 注意 ， 方 程 (8.1.1) 是 方程 (7.5.17) 的 推广 ， 
因为 如 果 V， +, В = НЧ), MR (8.1.1) 
即 为 (7.5.17) 的 形式 .在 一 般 情况 下 ， 我 们 将 通过 把 式 (8.1.1) 化 
为 与 式 (7.5.17) 等 价 的 Cauchy 问题 来 求解 (8.1.1). 
首先 ， 对 于 问题 (8.1.1) 的 解 x， 应 有 一 个 先 验 佑 计 ， 为 了 
简单 起 见 ， 设 / = 0. 对 于 这 样 的 解 ， 我 们 有 


(8.1.1) 
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OO 00), и 一 ee) i 
пинта EE 5 
Ё%8.1Һ ВЕИТ роу рсу., 十 单调 的 
"ҮГҮТ Sapu Ls 
ReLx(x)2 0 Мхєр 
进而 我 们 称 L НА BB 0 ( 或 正 的 ), 如 果 
car Аедх(х) > 0 ү WxED,x#0 7 . 
四 定理 7.3.4 及 定理 7.5.5 易 知 ， 只 要 工 是 单调 的 ， A 
Е (8.1.1) 的 Cauchy 问题 至 少 有 一 个 解 . ,这 也 表明 v, 是 使 
ñ 81. 适 定 的 合适 的 空间 - | 
CATARS (ГЕУ, Беа, RIRES 
对 (8.1:1) 作用 Айй Z 0, Ш .. 
s (+Z 02770). Yi>0 (812 
从 而 我 们 定义 了 算 子 4 = Z”. L D(A)= D, TH (8.1.2) 
与 (7.5.17) ЕЮ. ХЖ 7 ERARI, .), 定义 的 Riesz 
映射 ， 所 以 有 | - 
(Ах,у)„ = Lx(y) VxeD , yeV ` | (8.1.3) 
由 此 得 知 上 ДЕ 9 1 ЗАДЕ А 是 增生 的 ;又 由 定理 7.3.4 
m, EV 上 - 4 生成 C" 类 压缩 举 群 的 充 要 条 件 是 L 是 单 
调 的 以 及 池上 4 是 满 的 .因为 Z(I+ 4)= 之 + 工 ， 从 而 由 定 
EB 7.5.6 得 出 如 下 结果 : 
定理 8.1.1 WV. RARA C КЭ, 的 Hilbert 空间 ， A 
хү 的 Riesz 了 映射 ， xpcy 7 L: D 一 V'， 是 线性 的 . 如 
果 工 是 单调 的 而 且 Z + 工 ; D 一 V'， 是 满 的 ， 则 对 每 一 个 / 
eC (0,0), V JAR u, ED, PR (8.1.1) 有 唯一 的 解 . 
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"urayma лесе s оа 


下 面 讨论 与 8 74 解析 半 焙 类 似 的 情况 . 设 工 是 由 连续 的 半 
双 线 性 形式 得 到 的 . 特别 地 ， 设 V 是 Hilbert 空间, V&V Ё 


ЭЖ ЕЖЕН УСУ, Am V < V, W K+.) V E 
的 连续 的 半 双 线性 形式 并 且 定 义 相应 的 线性 算 子 L: Уу 如 
下 : 
„Ёх(у) = I(x,y) Wx,yEV 
定义 D= {xeV: LxeV YAR L= 十 ,. 则 此 时 (8.1.3) 为 
х,у) = (Ax,y), VxeD, yEV 

从 而 和 定理 7.6.1 一 样 ，4 是 由 三 重 结构 (V, У, Kuw) 所 定义 
ИТ. 由 与 定理 7.6.2 和 定理 7.5.6 证 明 类 似 的 方法 ， 可 以 得 
到 : 

定理 8.1.2 ШУ, 是 内 积 为 (，,* )。 的 Hilbert 空间 ，Z 
Æ У Ef Riesz 映 射 IC, < ) 是 Hilbert 空间 V 上 的 连续 的 
半 双 线性 形式 而 且 是 V ШИ, ҮСУ, ПҮЖУ ФЕ, 
E VAV 上 的 同 构 . 则 对 每 一 个 Hoelder 连续 函数 f: [0,0) 
一 V ,以 及 w,EV 。, 存 在 唯一 的 xseC([0,o)， 
V_)mc (0,o),V，) 使 得 zx0)=z，Pu(DeV ,1> 0， 以 及 

Zu(+Ëu()= AD tt>0 (8.1.4) 

例 1 V =Н'(01), W D = {ueH (DAH (0,1): (0) 
= cu'(1)}， 这 里 |c| < 1， 定 义工 = 一 0 и. AME Lul) 
= (0°и,0ф) YepsH (01) AR 

2веги(и) = |и/(0)1° – 100) >0 Миєр 
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由 定理 8.11 知 下 列 初 边 值 问题 : 
(@, -að U(x- д Ихи) =0 ,0<x<1,r20 
U(0,) = U(1,t)=0, 2, U(0,t) = cô Об), 1> 0 
LEELA 
有 唯一 的 解 ， 只 要 U,ED. 

B V =H(0,1)， V=V,. 定 义 


1 
ша) = | Fud odz uveV 
. 


MÜ D = H° [YH (0,1)，Lu= u, иер. 由 定理 8.1.2 81, МО, 
eH,(0,1)， 下 述 方程 
(@, — ад O U(x,0) + д UnD=00<x<lr>0 
(vaa = U(1,) = ð U(0.)=0 U(1,)=0. t> 0 
U(x0)=U (х) , 0<x<1 
的 解 存在 且 唯 一 ， 
йз V=v =H,(0.D), 定义 


u) = | ĝuðvdx Xu DEV 

0 

取 Lu = 一 0 u, use， 则 由 上 面 的 定理 得 ， 只 要 U e D 
=V , FEE: 


(8 — a00 )U(x,) — 0 UG, = 0, 0<х<1,г>0 


U(0,t)= U(1.i) = 0, t> 0 
Ш(х,0)= U (х), 0<х<1 


的 解 存在 且 唯 一 . 称 此 方程 为 伪 抛 物 型 方程 . 


一 221 一 


例 4 引入 内 积 
ua) = f mud 


V. ЖС” (о) 在 上 述 内 积 下 的 完备 化 得 到 的 空间 . пев" 是 
FR, meL” (О) E m(x} > 0, а.е. xen. H V = H. (а), 定义 


(= | gradu- grado ұишєУ , 


由 定理 8.1.2， 下 述 问题 | 
т(х)д U(x,t)— А Ш(хы)=0 хей, (> 0 
U(s,)=0 3E6Q t>0: Gn E 
U(x,0)= U O) xe Q А ， ji í: 
的 解 存在 而 卫 是 唯一 的 . 注意 初 值 杀 件 是 在 下 述 意 义 上 取得 的 
im f. mUD- Vt) ds = 0 | 


э0* 


在 以 后 的 讨论 中 ， 我 们 将 假设 т(х)® 0, хес; Job f E 
混合 型 的 ; 34 m(x)> 0 时， 是 抛物 型 的 ; 34 т(х)= ОҢ, Ж 
ЖА ЕЕ 


$82 DMS JE + 


ШЕШ з 推广 的 一 类 发 展 型 方程 . 

定理 8.21 ШУХ Нег 空间 , m(，,。); Ке, ) 是 VY 
上 的 连续 的 半 双 线性 形式 .又 Me &(У,У/), Le &(У,У') 定义 
为 Mx(y) = т(х,у), Lx(y) = I(x,y), Vx,ye V, Fume .) 
E V 强制 的 ， 则 Wu,eV，/ ec(R,v), FER ва 


“са ч 
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eC (R,Y)， 使 得 

I + Lu(D)= f( : eR 
. . "u (0) = u. 
Е т(* ,*) ЖУ 强制 的 假设 使 得 M 是 由 V 到 V 上 的 同 
H, MAF A= M ` + Le £ (V). 又 由 定理 7.2.1 知 ,Exp( 一 
{А)в £ (У). 从 而 定义 


(8.2.0 


` u(1)= Exp( — Au, +f Вхр(4 lt — i)Y 
0 б | 


М7 (ат. 120 (8.2.2) 


由 简单 的 计算 易 知 (8.2.2) 是 问题 И 
ЕС uN) + Aul) = м о. | 
| (о) =u, | 


ИП —#, ， 从 而 是 问题 (82.08 < 0 时 ， Exp( 14) 仍 是 
一 致 有 界 的 C" 类 半 群 , 经 过 适当 的 变量 替换 ， 可 证 明 它 也 
是 (8.2.1) 的 解 . 唯一 性 的 证 明 是 简单 的 ， 读 者 可 以 自行 完成 .证 
我 们 称 由 定理 8.2.4 给 出 的 解 s(n) 是 问题 (8.2.1) ОИЕ. 2 
给 出 Hilbert 主 元 空间 U, УЖА О, H y E U 的 稠密 子 集合 ， 
从 而 Осу" 定义 DO) = [ee V: peUh， р(Ёу= [ee V: Lv 
eU} 和 相应 的 算 子 她 = М | уг Ë= Llo RHEE U 中 到 
#0). 
当 问题 (8.2.1) 中 的 每 一 项 均 属 于 CR, U), 而 不 是 С(Е,уУ”) 
时 ， ， 区 问题 (8.2.1) AAR ш) 称 为 强 解 ， 这 样 的 解 满足 。 
| Миу + Ёш) = Ў) teR | | (8.2.3) 
定理 8. 2.2 设 Hilbert 空间 V, итү M, Le £ (У, у ШЕ 
в? 1 中 给 出 的 相同 ipert 生 元 空间 U, D), DË АЖ 


vem ere НИНЫ ana Н ни a-a —--———- 


+M, Ë 如 上 所 述 ， 并 上 且 设 p(M)< D(Ë), Wu e D(M) 
和 feC(R,U)， 始 值 问题 (8.2.3)(x(0) = и) 存在 唯一 的 强 解 

证 ”对 某 个 充分 大 的 14> 0, ЕЕЕ 00) = 
e “u(t)， 因 此 不 失 一 般 性 ， 可 以 假设 D(M)= D(Ë) 以 
Ee, ) 是 V 强制 的 ， 从 而 过 是 U 上 的 双 射 并 且 可 以 定义 
D(Ë) ERRA lol pg = 全 zl， 六 reD(D). 这样 ，D(D) 


是 Banach 空间 (显然 ， 也 是 个 Hilbert 空间 ), 因为， ) 
是 V 强制 的 ， 对 某 个 c> 0， 有 

elvi} < 上 ell „рй, Ye 人 
又 由 VV WA U EESHA, DIRA V 是 连续 的 . НЕЙТ А 
= М. ге (У) Ж ру (Ё). 这 就 是 说 ， 在 DI) 
的 范 数 上 ， 算 子 4 在 D(Z) 上 的 限制 是 闭 算 子 . 这 是 因为 如 
Rov EDD) 以 及 


lim lo -=u llaa 9, lim |40, —2 l 


т-» © э = 


0 


wiy 
则 有 | 

о = 40,1, <lo, – Av l, + AG, к), 

< lo, = Av l. +A to, — u 1, 

又 由 上 面 已 经 得 出 的 p (LEA V 知 ， 上 述 最 后 一 个 不 等 式 中 
各 项 收敛 于 零 ， 从 而 = Au. 

因为 |е. 是 闭 的 并 且 在 D(P) 是 处 处 有 定义 ， 由 闭 图 像 
定理 5.8.5 得 4e£(D(F)， 因 此 算 子 Exp( 一 14), teR ДЕ D(L) 
上 的 限制 是 连续 的 ， 在 D 上 给 出 的 公式 (8.2.2) 就 是 所 需要 
的 强 解 .证 毕 . 

推论 8.2.1 ”在 定理 8.2.2 REF, BA ul) ЖЕЗДИН Ж 
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要 条 件 是 ueD(M). 


$83 退化 方程 


重新 考虑 发 展 方程 (8.1.1)， 此 时 算 子 Z 可 以 是 退化 的 ， 
Вр Zu = 0, yx 关 0. 虽 然 这 时 再 不 能 把 方程 (8.1.1) 写 为 式 (8.1.2) 
的 形式 ， 但 我 们 设法 把 Z 的 零 空 间 N(Z) 从 方程 (8.1.1) 中 分 出 
来 ， 然 后 得 到 一 个 相应 的 正则 方程 . 
W Y 是 一 线性 空间 ，V 上 的 半 双 线性 形式 mO,- ) 是 对 称 
的 ， 非 负 的 ШШ | 
- m(x,y)= т(у,х) ` x,y6 V. 
m(x,x) > 0 MX xe v 
从 而 有 
|т(х,у)| < т(х„х)т(у,у) _ SNx,ye V (8.3.1) 
ЦЖ x> m(x,x) ” = 1х, 是 V 上 的 半 范 У 表示 这 个 半 范 
а=], HUMAN V, 是 Hilbert 空间 , | 
ХИТ е8 (У У) 2х(у) = т(х,у), Мх,уЄУ. 
£ D < V, LeL(D,V ), /єС((0,©), У), 8g,eV,， 则 考虑 下 
述 问 题 : 
求 x(D:J0,oc) 一 V 使 得 ，x(DsD 满 足 
Zu()eC([0,eo),V 3С ((0,00),У ),Zu(0) = g, 
(Zu (N+ Ец) = f(), 1>0 (8.3.2) 
注意 如 果 mO.) ЖҮ, 上 的 内 积 并 且 V 是 完备 的 时 候 ，Z 
就 是 V， 上 的 Riesz 映射 . 
记 U=N(Z)， 记 相应 的 商 空间 为 YAU. 商 映射 gq: V 
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seem 


一 YU 是 线性 满 射 ， 则 我 们 可 定义 商 空间 V/U 上 的 内 
积 m,(，,* ) 为 | 
т 09(х),46)) = may) © М/х„уеу 
商 空 间 VAU 在 m(…， `) 意义 下 的 完备 化 是 一 个 Hilbert 空 
间 W， 共 内 积 仍 记 为 m (:;*). 把 g 看 作 V >W 内 的 上 映射 ， 
则 它 是 保 范 的 ， вае, 从 而 根据 Hilbert AHHA 
算 子 理论 知 由 
4?) = 796) SEW’, xev, 

定义 的 q 的 对 偶 算 子 gi W 一 V ,， 它 是 保 范 的 同 构 . ШЖ 2, 
ХЕ m (°, +) 0 Hilbert 空间 W 上 的 Riesz 映 射 ， 则 有 

q'Z q(x)(y) = 7 ‚д(х)(40у)) = т „(д(х)„д(у)) = Zx(y) ` 
从 而 | 

4'2,9= 2 (8.3.3) 

从 线性 映射 工 : DV, 出 发 ， 我 们 希望 通过 9 Ж 

жар DEV, 上 的 线性 映射 ,， 使 得 
qL q=L - 5 4834) 

注意 到 商 映 射 的 性 质 : Яп TeL(V,W), М < МТ), MEERE 
的 映射 人 V / M 一 W， 使 得 个 .gq = Т. TAAR, R 
EUND ENL), Д1 L eL(W,W) 是 可 能 的 .因此 可 以 假 
设 式 (8.3.4) 成 立 . 

Б 00), g, AA (8.3.2) 中 是 一 样 的 ， 考 虚 问 题 ; 

求 "(Ye cto, wo),W)NC ((0,%), w 使 得 "0) 
^@2, ) 'ё, 以 及 
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ZAHL D= AD xz>0 (8.3.5) 
因为 ，D(L,) = 410), о 是 式 (8.3.5) 的 解 ， 则 对 每 一 个 ; 
> 0， 我 们 可 以 找到 x(fsD， 使 得 xD = gU). BÆ 20: W 
一 V， 是 一 个 同 构 并 由 式 (8.3.3)，(8.3.4) 和 (8.3.5) 知 u(t) 
是 (8.3.2) 的 解 且 有 Zu(0) = 8,， 因 此 有 下 述 结论 : 

定理 8.3.1“ 设 V， 是 由 对 称 、 非 负 于 双 线 性 形式 加 (。，， ) 
得 到 的 半 范 空间 ， 设 Zes2(V ,V ) 是 由 Zx(y) 
= т(х,у), x,yeV, 定义 的 线性 算 子 . 又 设 D ÈV, 的 子 空间 
以 及 L: р-у 是 线性 单调 的 ， | 

(R NZND ENDAR Z + L. D 一 V， 是 满 的 ， 
则 对 每 一 个 SEC (0,0), V ) Ш иер, Н (8.3.2) 存在 唯一 
HR ule), TE (Zw)(0) = 2и. | 

(2) 如 果 м(®)Г\М(1) = {0}， 则 最 多 存在 一 个 解 . 

证 “如 果 我 们 证 明了 工 ,: 4[LD] 一 W' 是 音调 的 而 且 Z + 
г 是 满 的 ， 则 可 由 定理 8.1.1 证 明 问题 (8.3.5) 的 解 的 存在 性 . 
Е взд) L, 是 单调 的 , 恒等式 | 

002 + L )qtx) = (Z + Lx), Мхер 

说 明 只 要 Z + 工 是 满 的 ， 则 Z。+ 工 。 也 是 满 的 “从 而 得 到 
B (8.3.2) 的 解 的 存在 性 ， | 

为 了 建立 唯一 性 的 结论 . 考虑 问题 (8.3.2) 的 齐 次 问题 BH 
4 f=0, (0) = 0 时 ， 设 zx(* ) 是 问题 (8.3.2) 的 解 .定义 li) 


= 4и(0), 120, M. 
D m (v0), v(t) = 2Re(Z ， ADOD), t>0 


一 227 一 


Ce 


注意 (8.3.3)， 又 有 

D m(u(t)) = 2ReZu (tul) = — 2ReLu(0(u(0)), í > O 

ЮЖ L 是 单调 的 ， 由 上 式 可 得 出 Zu( 0) = 0, (208F, А 
而 由 齐 次 的 式 (8.3.2) 得 Lul) = 0, г> 0， 由 此 得 出 唯一 性 结果 . 
Е. 

与 定理 8.1.2 类 似 , 可 以 得 到 : | 

定理 8.32 ШУ, н, ， 非 负 半 双 线 性 形式 m(、， ) 
得 到 的 半 范 空间 ， 设 Ze2(V , V ) 定义 为 

2х(у) = т(х,у) WVxyeEV, 

又 设 Hilbert 空间 V 是 V， 的 稠密 子 集合 而 且 V <V . 如 
R, е) У 上 的 连续 的 , 半 双 线性 和 椭 阅 的 以 及 工 是 V 
AV 上 相应 的 同 构 ， 记 D = {ueV: LueV'}， 则 对 每 一 
个 Hoelder 连续 的 f: 10,90) >V 和 每 一 个 u,eV，， 问 
EE (8.3.2) 存在 着 唯一 的 解 xD)， 且 (7и)(0) = Zu. 


584 二 阶 正则 方程 


从 本 节 起 ， 我 们 开始 讨论 包含 解 对 时 间 的 二 阶 导 数 的 发 展 
方程 ， 即 二 阶 发 展 方程 ， 其 抽象 的 形式 是 


Bu” (t) + Ei) + Auld = /f(t г> 0 (8.4.1) 
和 前 面 几 节 的 讨论 思路 一 样 ， 首 先 讨论 正则 方程 即 B 是 可 


逆 的 情况 . 

W V fa W 是 Hilbert 空间 ,VY 是 W 的 稠密 子 空间 且 У Ж 
A W. МЕН w < vr. ТАЄ £(V,V), Be £ (W,W”. 
i D(E)< V R. E:D(E)— V' 是 线性 的 .如果 给 定 w, SV, и, 
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eW, /єС((0,), №”). 考虑 下 述 问题 
Жиєс([0,),У)Г\С'((0,),У)Г\С'([0,со),уу) 
门 C”((0,0),W) 使 得 
Bu”(t) + Eu (0) + Aul =O Yi>0 (8.4.2) 
u(0) = и, 
и{0) = и 
注意 ， 对 于 问题 (8.4.2) 的 任意 解 x(1)， 有 w(t1)eD(E) 以 
Ё Eu (Ü + Aul)eW’ Yt>0. 
为 了 求解 问题 (8.4.2) 首先 把 它 化 成 乘积 空间 上 的 一 阶 方 
程 ， 然 后 利用 $ 8.1 中 的 结果 .更 详细 的 是 把 式 (8.4.2) 写 为 


4 0 ul 0 —A u 0 
Ë ИИ |; Е (МЕР 
定义 乘积 Hilbert 空间 V，= V x W， 共 内 积 为 
(xx, yD, = (а), T (x...) 
Мх x.) [уу] SV x W 
ARNAV = V' xW, PELZELN, ХҮ) 
20,145, .Ёх,) Vx х, У, 
定义 万 = {[x,,x,leV x D(E): Ах, + Ex, EW} 以 及 Le 
#(р,у ) 为 
Міх |,х,} =[— Ax, dx + Ех, [x ,x,]e D 


如 果 ule) Ж (8.4.2) АЕ, Н we) = [u GQ), (O, t 2 0 UE X 
的 w 满足 


»єС([0,со),У )[\С'((0,),У ),w(0) = [wjsV， 
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Zw(O-+ Lw EIOD]. Yi>0 . (843 
"Ta § 8.1 PRRI, БТФ АЙЕ (8.4.2) 中 给 定 的 算 
+4, B, ЕМА f, Uo u, 等 应 满足 的 条 件 , 以 便 我 们 可 以 利 
用 定理 8.1.1 或 8.1.2. 

定理 8.41 УЛП УУ 是 两 个 Hilbert 空间 У 稠密 而 卫 连 续 
НЕЛЯ W. 设 Ae&(V， v #1 Ёє £ (W,W') 分 别 是 V 和 W 
的 Riesz ВЕЕ, ЕЄТ(р(Е), У), ХШ DE) Ж V 的 子 空间 ， 如 
Ж E ERE, A+ E+ В: D(E) > V ЖКО, 则 对 每 一 个 f 
ec (10, w), W) fa x, єў, u ,ED(E) R Au, + Eu, ew’, 问 
题 (8.4.2) 有 唯一 的 解 uD, 120. 

证 ;因为 4 FB ж 是 它们 相应 空间 上 的 Riesz At, A 

Z([x x DO, Уз )= Ах ‚О, )+ ёх; 0) | 
= (x, >з, G, у) 
= (хх ‚МУ, у, Dy 
`x х, н, У: Jev, 

从 而 Z 是 V， 的 Riesz 上 映射 . 同样 V [x, x „Јер, 有 

L(x x, Diy y, D= — 2х ,1) + (Ax + Ex 20, ) 

Ay УДЕУ 

从 而 

Lll x, Di, xD = — Ax œ „) + 4х, (x, ) + Ex (x ‚) 
ВА 是 对 称 的 .; 由 此 得 : 

ReL(lx „х, (х,,х,р = ReEx (x, ) Дх, ‚х JeD 

则 由 的 单调 性 可 推 知 工 :的 单调 性 . 
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共 次 ЯЖ EV, Ew, ДАТЕ B: p()— V 
证 清 的 知 存 在 x, ED(E), E4 (4+ E+ Dx, = f, — f. Е х, 
=x, +47 ' ev, 则 有 [x， x ,]ер, IE (Z+ Dix, ‚*‚] 
= [7,7,1 注意 ， ш Ах, + Ех, =f,- Bx, 
eW, miki Z+ L h D J V ШТИТЕ 
问题 (8.4.3) 的 解 w(7) = [u(2), ы 存在 . 因为 4 是 保 范 的 同 
ËJ, oa) = x(D， 从 而 得 到 所 需 的 结论 .证 毕 . 
үүн үлүү Н D(E) = V D 
及 E= Ee£(V,V)， 此 时 只 需 检验 疡 是 否 单调 ， 然 后 检验 4 + 
Ё+ ВТМ 强制 ， 从 而 确定 满 射 .进一步 ， 此 时 我 们 可 以 定 
ЖЇє&(У УП, V,=VxV, 为 | 
Eq: x DO, y, D= —Ах, (у) + (Ax, + Ex D0) 
Vix, x,][y У, lev, 
从 而 ， 如 果 我 们 能 够 证 明 ( + у. ) ЖУ, д, 就 可 以 应 用 定 
理 8.1.2. 当然 我 们 只 需 检验 对 某 个 > 0， UZ +E eXe) 是否 
是 V, WI) . 由 此 有 Б | 
定理 8.4.2 ШАЙ ¿y DUA Hilbert 空间 v # w L 
的 Riesz АЙ}, 这 里 V 是 稠密 而 且 连 续 地 典 入 到 W. iË 
є £(V,V) 并 设 对 某 个 1 >0, E + АЁ Ë V 椭圆 的 ， 则 对 每 一 
个 Hoelder 连续 函数 710,00) >W, u EVAR u, eW, ЕА 
Bu” (t) + E (t) + Аи) = AD í>0 : : 
u(0)= и, i: (8.4.4) 
и (0) = и, 


存在 唯一 的 解 . 

定理 8.4.3 ”除了 定理 8.4.1 的 假设 外 ， 设 对 所 有 的 xe 
D(Ë), КеЁх(х)=- 0 URFA + E+B #RA - Ë+ RE 
D(E) 到 V 上 的 满 射 . 则 对 每 一 个 feC (В.М), и e V, u € 
D(E) 而 有 卫 42 + Ёи eW’, 对 于 teR， 问 题 (8.4.4) 存在 唯一 的 
解 . 

它 的 证 明 是 定理 8.4.1 的 直接 推论 . 


S8.5 Соболев Ж 


5 $8.2 伪 抛 物 型 方程 类 似 ， 对 另 一 类 发 展 方程 ， 我 们 给 
出 它 具有 弱 解 或 强 解 的 充分 条 件 . 
定理 8.5.1 令 V 是 Hilbert 空间 , А, E, Be £(V,V”. i 
与 8 的 对 应 的 半 双 线性 形式 是 V 椭圆 的 . 则 对 每 一 个 4,, u EV 
和 feC(R,Y)， 存 在 唯一 的 weC (R,V) 使 得 | 
‹Ви”()+ Fu) + Аи(у= fU) ТЄ 
u(0)=u , и'(0)у=и, 


证 “变量 替换 о) = еги) 给 出 一 个 与 式 (8.5.0 等 价 的 方 
Ë, ， 此 方程 中 以 4 二 4E + 1 末代 替 了 式 (8.5.10) Л, WEA 
选取 得 充分 大 ， 则 2 + XE+ 4 B E V 椭圆 的 ， 从 而 可 以 假设 4 


Ж V Ж. 
又 如 果 定 义 V =VxV, 5 $84—, 2х2 


(8.5.1) 


e£(V , V.) 3 
201 x, = [fx Bx) Мх x,]ev, 
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定义 Le£(V,,V 为 
Elix sx, Dy у,) = — 4х„(у,) + (Ax, + Ëx ,)(y,) 
Мх x b jseV , 
则 有 Z £ V 椭圆 的 ， 从 而 出 定理 8.2.1 知 方程 (8.4.3), 即 
Zw(t) + wle) = [0, f(0) 
的 解 存在 且 唯一 ， 由 此 可 得 出 所 需要 的 结论 .证 毕 . 
问题 (8.5.1) 的 解 weC (R,V) 称 之 为 弱 解 ， 如 果 给 
出 Hilbert 2 Н, УСН, B V £ H PAE. X E 
X D(B) = fpsV: BveH} 以 及 B= В|, EMA EH LHR 
制 类 似 地 表示 为 已 和 4. 对 于 reR， 如 问题 (8.5.1) 中 方程 的 各 
项 都 属于 H， 则 (8.5.1) 的 解 uf) 称 之 为 强 解 并 且 满 足 
Bu"(t) + Eu (t) + Auld = f(t) tER (8.5.2) 
定理 8.5.2 i Hilbert 空间 V 和 算 子 4, Ë, B, є £(V,V) 
和 定理 8.5.1 中 一 样 , Hilbert 空间 H 和 相应 的 算 子 A, E, B Ж 
义 如 上 ， 设 D(8)c D(4) = D(E)， 则 对 每 一 组 єр(А), и, 
ер(в) $n fEC(R,H), 
Bu” (t) + E (t) + Au(t) = f(t) tER 
Lo- u и' (0) = и, 
存在 唯一 的 强 解 u(7). 

证 定义 D(M)=D(4)x D(B8)， 和 MM[x,,x,] 
= [4х ,Вх,], Mix ,х,ЈєЕр(М) МА Lix ,XxX,}= [~— Ax,,AxX, 
+ Ех ‚|, Мх ,х,]6р(4) x D(4)(1D(E)， 然 后 利用 定理 8.2.2, 
即 得 所 需 结论 .证 毕 . | 

推论 8.5.1 ”在 定理 8.5.1 的 情况 下 ， 弱 解 x(D 是 强 解 的 充 
ERIE, HRA ER, ul, JER, u(1,)eD(4) 以 及 u'(z,) 


e D(B). 

例 8 下 面 的 例子 包括 流体 力学 中 经 典 的 Соболев 方程 以 
及 描述 某 些 振动 问题 的 发 展 方程 . 

W Q< R 是 开 的 ，6Q 充分 光滑 , Г ждо 的 闭 子 集合 
令 V= fveH (Q): уз) = 0 Vae. ser} 以 及 


Вибо) = (u) ta, Мишеў 


Жа (+ )є1 (Q) Yi= 12 n ER 
| Au(v) = у] а (х)д и(х)д v(x)dx YuwveyV 


раа П 
BER > FO и): RO L (O URRY 0): R> L (дО) 
是 连续 的 ， 并 定义 fec(R,v” 为 | 
| гоо) = | F(x dx + | д(8,1)у vs)ds ee V 
| Q С да 
从 而 对 每 组 U。,，U ,eV， 由 定理 8.5.1 得 下 述 问题 的 唯一 的 广义 
H: 
д U(X) — A дё (хы) 
– Уд (а (x)au(x,))= Ft) xeQ 1>0 
О(5,1)= 0 ser 
дд, U(s,1) + Ya oa U(s,) = g(s,t) 
2 #=1 
` U(x,0)= U (x), ô U(x,0)= U (x) (8.5.3) 
Ea, =0, 1< jsn 一 1 以 及 a, (x) = 1 的 特殊 情况 下 , 上 面 的 偏 
жг 称 为 Co6omea 方程 . 
‚ ЖЕШИН = L ` (Q), @g=0, JU fecC(R, H, IRB 
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WT =Q, MEV = H (ОДА D(8)= HH (Q) 
e D(X)， 所 以 只 要 U,，U,eD(8)， 由 定理 8.5.2 给 出 问 
868.53) 的 一 个 光滑 解 ， | 


586 二 阶 退化 方程 


现在 我 们 讨论 发 展 方程 (8.4.2)， 此 时 不 一 定 是 一 
个 Hilbert 空间 上 的 Riesz 映射 的 情况 , 我 们 首先 利用 定理 8,4.1 
或 8.4.2 求解 与 问题 (8.4.3) 类 似 的 一 阶 方程 组 ， 然后 证 明 此 方程 
组 的 解 的 分 量 ， 在 某 种 意义 下 是 二 - 阶 发 展 方 各 (8.4. 2) 的 解 . 最 
后 当 方程 (8.4. 2) 中 二 Дй 不 必 一 一 定 是 对 称 的 情况 下 ， 给 出 
它 的 适 定性 的 讨论 . | 

设 V Ж Hilbert 7 8], ЛЄ £(V,V) Æ Riesz А, Ë 
e &(У,У”) 以 及 与 厅 对 应 的 半 双 线性 形式 在 V 上 是 对 称 的 和 非 负 
的 .从 而 与 8 84 类 似 地 有 x 一 x(x)' 是 V 土 的 半 范 . М 
表示 相应 的 半 范 空间 . 其 次 设 p(E)c V 以 及 Ec &(Р(Е),У”) 是 
给 定 的 . 定义 乘积 空间 V， = V x W, 其 半 范 是 由 对 称 非 负 的 半 
双 线 性 形式 | 
m(x,y) = Ax O, )+ Bx o) эу уеу i 
诱导 出 的 . 从 而 算 于 Ле (У.У) 定义 为 Zx(y) = 
m(x, y), Yx yev, .最 后 定义 D= {[ [х x JEV x D(E): Ах, + 
Ex, EW} ДЖ Le £(D.V,) Ж 

| «хз =f- Ах, „Ax ,十 Ex ‚1 

从 而 由 定理 8.3.1 可 得 . 

定理 8.6.1 БА Æ Hilbert 空间 У 上 的 Riesz 映射 ， w 是 


一 235 一 


—  ..: eee rr ES enw et ep F olen 


А ИТ бе £(V,V 得 到 的 半 范 空间 . 其 次 设 D (E) 
cV, EeL(D(E),V) 是 单调 的 . ЖЕЛ E + Ё E FM WILL ЖА 
+E+ В: DEV 是 满 的 .而 始 值 数据 fe C([0,co),W”), gE 
с'([0,ю),У”) 以 及 乘积 空间 V, D Е, Ми, и] 
eD， 存 在 唯一 的 函数 w(。): [0,%) 一 D， 使 得 Zw(，) 
еС'(10,90),У,) 满足 
(Zwe) + Lw(t)=[— gA SO tz0 
(20) = Ziu, u.] | 

证 “现在 只 需 验证 定理 8.3.1 的 条 件 成 立即 可 . 首先 注 
E N(ZND = {[0,x,] x,e p(E), Ex,eW', Bx, = 0}. 但 是 如 
果 yEeD(BE) 且 EyeW'， 则 存在 一 个 常数 c > 0， 使 得 

LEDI < с|йх(х)| YAxeV 
从 而 йу = 0， 就 有 |Ey(y)| < ely)? = 0. 因 此 有 
Re(E + B)x x) =0 x = [0,х ,JEN(Z) ND 

又 E+ 育 是 严格 单调 的 保证 N(Z)[YD = {[0,0]}. 最 后 ， 和 定 
理 8.4.1 的 证 明 一 样 ， 由 4 十 E+ 访 是 满 的 可 推 得 2Z + LÆR 
的 ， 从 而 定理 8.3.1 的 条 件 全 部 成 立 .证 毕 . 

it w(t) 是 问题 (8.6.1) 根据 定理 8.6.1 得 到 的 解 ， 并 且 对 每 
一 个 1 0， 记 mw(O= [Fe(0D),p(D]. 如 果 令 g8 = 0， 并 从 方程 
组 (8.6.1) 中 消去 v(t)， 则 可 得 到 x(D 满足 的 等 价 的 二 阶 发 展 方 
程 . 同时 有 

推论 8.6.1 ” 设 这 里 所 用 到 的 空间 、 算 子 和 定理 8.6.1 中 的 
相同 .对 每 一 个 feC ([0,00),W AREH и, EV, u ED(E), H 


Ди ‚+ Eu esW'， 则 存在 唯一 的 x(D)eC ([0,00),V) 使 得 Bu’(1) 


(8.6.1) 
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eC ([0,0),W),u(0) = и,, Bu'(0)= Bu 以 及 对 每 一 个 
2 0, u(NED(E), Ãult) + En‘( EW， 并 且 成 立 
(Bu (Y + Eu’(t) — Aul = (H (8.6.2) 
类 似 地 ， 由 问题 (8.6.1) 的 解 得 到 的 b( 也 满足 这 个 二 阶 方 
程 . 
推论 8.6.2” 设 给 出 的 空间 和 算 子 与 定理 8.6.1 相同 . ЖР 
еС([0,00),№”), ЄС (0,00),V),， и ED(E) 以 及 U EW, Mr 
在 唯一 的 v(1): [0,co) 一 D(E)， 使 得 Bo(t)eC' ([0,%0),V), (Bo) 
+ Ev(t)eC '([0,00),V),Po(0) = би, (Bv + Ev)(0) = О, + Еи, 
以 及 对 每 一 个 1> 0， 有 
(Ву) + Е) + Ао) = F(t) + gli) (8.6.3) 
Ж g Р(-)єС([0,со),Уу), Z Sec ([0,со),У/”) 


为 /(D | Ей. Ru, U, WERNE, MEER u, EV, 


使 得 4u, = – Еи 一 U,， 从 而 4u, + Eu EW. 由 定理 8.6.1 给 
ШЕ — А. Я (г) = [и(0),0(0)), ёт ®0, MAN > 0,v(D 
єр(к), BveC '([0,00),%/) Ц Bo(0) = Ви. #8 (8.6.1) 中 的 
第 二 个 方程 变 为 | 
(Bo) + Ev = f— AueC ([0,%),V’) | 
Ен ЕН и, WH (80) (0) + Ev(0) = U + Eu 从 方程 
H (8.6.1) 中 消去 u(t)， 则 可 得 到 (8.6.3)， 从 而 得 到 o) 的 存在 
性 .通过 由 方程 (8.6.1) 中 第 二 个 方程 定义 ul) 并 注意 到 w (2) 
= [wu(?),v()] 是 问题 (8.6.1) 的 解 ， 则 可 得 到 唯一 性 结论 . ШОР. 
最 后 ， 给 出 当 六 = 0 时， 推论 8.6.2 的 一 个 重要 的 特例 . 这 
也 导出 一 个 一 阶 发 展 方程 的 适 定性 问题 . 185 {8.3 不 同 的 是 与 
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一 阶 导数 有 关 的 算 子 必 是 对 称 的 . 
推论 8.6.3 BT Ë = 0 以 外 ， 空间 V, (E) tk Е, 4 
与 定理 8.6.1 相同 , 从 而 w= - {0}, 则 对 每 一 个 gEC {0,0),V) 
-以 及 ‘ED(E). 存在 唯一 #0: [0, ю) + р(Е) 使 得 Evl» ) 
EC ' (0,2), VD, Н. 
юк СЕъу (е) 5190-20) №20 
{вао = E 
下 面 的 每 一个 结论 者 是 КТ СУ, : 
定理 8.6.2 ЖА 是 Hilbert 空间 YV 的 Ricsz CRA, w 是 由 
ХАИ бе £ (VV) 得 到 的 半 范 空间 ， 又 设 Ee (үу) Ë 
单调 的 并 且 对 某 个 4> 0, ЁЪДВ Ж V 椭圆 的 ， 则 对 每 一 
组 Hoelder 连续 函数 А [0, %)— W”, g: [0， oo) =v’ 以 及 每 一 组 
и, 37 u EW’, 存在 唯 二 的 函数 wilo, узу, 使 得 | 
Zw(:)eC(0,o0)V ANC OSV „) # @ ， 
(Zw) + Ew = [— g(0,f/(0), t>0. 
| ао) la u, . 
WB ke (У x LAM хү) EAH l. t блр 
Lix, ‚х ‚1=1— Ax,,Ax, + Ex,] Ору. 
Z 的 定义 与 定理 8,6. 1 中 的 相同 . 
证 必要 时 ， 可 以 引进 变量 替换 ， 从 而 可 以 用 AZ + ER 
в, я x = Ix, „еу ху, 有 О 
| ,Rez + хб) =. ААх G, ) + (Ë + 2B)x, ©. 0 
зааг A V x V: жи, -从 而 由 定理 8 8.3.2 2 mt pia 
№. АЖ 
RRS 8. 6. 4; жанин. вез 8, 6. 3 Тет 
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| (8.64) 


| (8.6.5) 


AE еа аена 5 ана ВАНЬО ттан 5 


HT Hoelder ӨЕ СУ: 10,%) 5 У, ш! ем Жн é W; 
存在 唯一 的 解 x(* )e C0， VNC" (0, ю),У) ##Ёи'(. 
ECM, o) (С! (0, о) м) 满足 


e (BuO) + Bw) +4), КОЖА. оос а 
“Mu (8.6.6) 
Ви'(0) = ОЧ 


Р 8555... qamanpunmisa тант. 
g F. (0, ye W" 在 聊 去 有 限 个 上 以 外 折 有 的 планет, 
HRT p> Б 对 所 有 也 > 0, i 有 : 
` _ ОГ лш, ГЕ с 
ШЖ z: [0, в) =V 是 Heelder 8820) , и EV, u eV’, ， 则 存在 
唯一 的 解 v(. ): 10,00) > V 使 得 
Вос, ос), МУС 0,0), W), (20). ZseC(0e), V 
并 卫 除 去 有 限 个 点 外 ， 在 所 有 点 上 痢 是 连续 可 微 的 Ёр(0) 
= Ви, (Во + EB(0)= и, + Eu,; 在 共 导 数 存在 的 点 上 ， 下 式 
成 立 ЕС 
(BY + Ёо), + А00) Fü) + g()-. (8.6.7) 
证: 总 乎 所 有 结论 与 推论 8.6.3 一 样 ， 但 要 注意 ， 不 同 的 是 


由 本 推论 所 给 出 的 FO), 函数 sosh Раг 满足 E с Е 


КА © з Одур -: `. 
үл /Os ЫШ ІРІ, БА IFI ) 


. toi E o aii, 


这 里 1/g=1 一 1/ p20, А, Г Ж Hoelder 连续 的 .证 毕 . 
$ 8.7 二 阶 发 展 方程 Galerkin 方 法 


本 节 中 我 们 研究 二 阶 发 展 方程 
d'u du 


二 一 €” + = 
q tay Au=f 


用 Galerkin 方法 证 明 它 的 解 的 存在 性 ， 用 能 量 不 等 式 证 明 解 的 
唯一 性 . (涉及 到 部 分 非 线性 分 析 内 容 ， 请 参阅 附录 А.) 

这 里 ， 仍 然 使 用 57.8 中 所 用 的 记号 和 相应 的 假设 .如 H,V 
为 两 个 Hilbert 空间 , Н 95763], ОЖЖ АЖЖ, V 
cH=H eV ),((， ,分 别 记 为 H,V 的 内 积 , | ` ° 
=(.。,.), 省 .时 =((.。,.)) 为 相应 的 范 数 Iel, WARAS 
间 V Ж. 

双 线 性 形式 a( . ,. ) 是 V x V 一 R 的 连续 ， 对 称 和 强制 的 . 


即 
laGu)| < МШ lvl uveV (8.7.1) 
а(и,и) > x ul uey (8.7.2) 
а(и,р) = a(u,u) uveV (8.7.3) 


AT 4 是 由 a(，,，*) 产 生 的 线性 有 界 算 子 ， 即 alu,v) 
= (Аир), YuveV.Ae £ (V,V”), 由 (8.7.2) 和 (8.7.3) 可知， А А 
强 椭圆 , AREH, Е D(4)= {ueEV: AueH}, WAA 
在 D(4) 上 的 限制 是 D(4) 一 H PEREZA, HE 

a(u,u)= (Au,v) u,vED(A) 
定义 4 ЖИТ 4°, sER, BJA Hilbert 空间 V, = D(A °). 


|а 2 一 (и,и),,, (u,v), = (A'u, A v)u wEV. 


尤其 是 s=1/2, V. =V, (uw), = (4' "uA' nu)= (Аи) 


| | , 
= а(и,і), |u|} = (ии), = (A'u, A" u= ]A' ul = аби). 


设 4 与 上 无 关 ， 且 人 u, u, 满足 如 下 条 件 
feL (0,T; Н), и, EV, u €H (8.74) 


这 里 0<T < z. 于 是 二 阶 发 展 方程 的 始 值 问题 (或 Cauchy 问 
Ш): Жиєу, #9 

u” + ои + Аи = f (8.7.5) 

(о) = и, MO =и, (8.7.6) 


w. /du 
х Ни УТЕ 
V 是 可 分 的 Hilbert 空间 . 令 (и), = 1,2, 为 V 中 的 线性 


独立 完备 系 . 那么 始 值 问 题 (8.7.5)，(8.7.6) 的 Galerkin ЖТ 
Ru, 为 


u,” У, (8.7.7) 
i=l 


(u „w ) t alu ою) + alu ж) = Fw) 


j=12m (8.7.8) 


u (0)=u, и„(0)= u, (8.7.9) 
ЖШ и, wi, kus и, ЖУ, =span[w,, wew, 上 的 投 
影 E 


im u =u, “(在 H 中 强 收敛 ) 


m — 


lim u, “u, (在 H 中 强 收 敛 ) (8.7.10) 


m — 


(8.7.7) 一 (8.7.9) 是 一 个 常 微分 方程 组 的 始 值 问题 ， 它们 
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在 .[0;T] 上 存在 唯一 解 р 
u ‚и „ЄС@0, ТУ), и, éL. 100,75. ү)... (8.7.11) 


在 引 理 7.7.1 FRH H Gronwall SEE. 为 了 应 м 3 АУ 98 
=, 这 里 给 出 它 的 另 一 种 表述 . 
二 | 理 8.7.1 УСЕ. 
Dat .712) 


Ж. уб) < vorl | ооа) + f awel | о (par Ja i 
i Ë 0 0 0 、 


<00)+ | асар | осот) i (8.7.13) 
0 : үс 
证 ини Е 
е [| оча atent- |" ога. 


жинин ， 即 可 得 到 式 (8.7.13), 证 毕 , 
引 理 8.7.2 ойд 


њег 2 (QO,T;V), weL’(O,T:H) © | (8.7.14) 
w'+ Аже (0,Г}Н). уз (8.7.15) 

那么 , .在 一 个 零 测 集 上 修改 以 后 ,函数 w 满 足 f 
weC([,T)V), ест)  @716) 
并 且 在 ) 文章 义 下 , 有 | О o 
(w” + Aww) = A yaww) ат 


证 ”如 果 w 足够 光滑 (关于 站， 则 式 (8.7.17) 是 显然 的 . 
是 因为 A 是 自 共 思 的 有 


а» w) = alw. w) = 30%, w) + alw’ w) ü 
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КЕ 
2а Е 
.如果 w 满足 (8.7.14) 和 (8.7.15), 则 可 以 延 折 。 w, 使 得 ， 
(8% 在 [0,7] 的 子 区 间 上 


d аби, w 


мом 


А оша ERN, TIE  : 

дтөес (R RAR: 0 <9< 1 
在 {0,T] 上 

- - 0= (0. ИТА 


mm. Wer (R,V), weL’ (RH), #7 + ATEL RH). Ф, 
рк p, 为 软化 子 ( 见 S 13). тда ЄС” (у), MER 
上 成 立 
| PwD 6827.18). 
< e>0, ЛЗ (3247Ж w йл, 从 而 gw 也 成 立 . пойт 
质 ， 可 知 式 (8.7.17) 对 w 在 OT] ARY. 

余下 ， 我 们 还 须 证 明 式 (8.7.16). 注意 到 式 (8.7. ҮТ 
FL'(0,7). 另 一 方面 ， 困 a(w,w)/2 是 V 上 等 价 范 数 。 从 而 
由 (8.7.17) 可 以 推出 w’eL”(0,7;H), we L (0,T;V), w” 
eL (0,T;V’). HBI 4.3.3 WA, wÆ [0; T] ЖН {ЫЕ ЕТА 
Жо, w 是 [0,T] 到 V’ 的 连续 函数 .由 引 理 7.8.2， w 也 是 [0,7] 
到 Y 的 连续 函数 , w 也 是 [0,T] 到 五 的 连续 函数 . 再 一 次 利 
用 (8.7.17， 有 tt 一 jw 人 Dl” + a(w(0),w(0)) 是 [0,7] 上 连续 函数 ， 
从 而 w 是 [0,T] 到 VV 的 强 连 续 函 数 ，w 是 [0,T] ТЇН 的 强 连续 
函数 .证 毕 . ш 

引 理 8.7.3 《能量 不 等 式 ) . a 

设 weV 是 始 值 问 题 (8.7.5)， (8. 7.6) БЖ. и ае 


(# + AW w )= 
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的 Galerkin 逼近 解 ， 满 足 式 (8.7.7)，(8.7.8) 和 (8.7.9)， 那 么 下 
面 的 能 量 不 等 式 成 立 : O< í< T 


WON? + DF < ellu N + ju | + Hin wm) (8.79) 
la OF а OF < (lu + lul, + Hs m) (8.7.20) 
其 中 是 与 4 и, m 无 关 的 常数 . 
Ш 式 (8.7.3) 等 价 于 
(ио) + aluo) + а(и,р) = (/,ь) (8.7.21) 
车 令 v = u, 则 得 ， 
(wu) + a|(u”,u)| + аии?) = Сш?) (8.7.22) 
由 引 理 8.7.2, Ш 


14 (ар + аил) + аи = лау + alu'[? (8.7.23) 
同样 地 有 

u w talu w, ) talu w )= (fo) Yo EV, (8.7.24) 
Po =u, 得 


Й , ‚ |2 | , 
(иш) +аји | +аи и) 


«Ша 
=(u,)< 2 +аји, | (8.7.25) 
所 以 
£ Ql + alu,u)) < =— Ри (8.7.26) 
4 (и, | + аби и) < «И (8.7.27) 


两 边 积 分 ， HER аллу—@лз3), “可 得 式 (8.7.19), (8.7.20). 
证 毕 . 


ИШИНИН re 
Ce 


` —— s с шч 


定理 8.7.1 设 e(',') 满 足 式 (3.7.1) - (8.7.3), f, us u, 


MEA (8.7.4)， 那 么 始 值 问 题 (8.7.5)，(8.7.6) 存在 唯一 解 u: 
иєС([0,Т];У), н'єЄС([0,Т];Н) (8.7.28) 


证 式 (8.7.20) 表 明 Galerkin ЙЕ f u Æ L (0,T;V) 中 
ЖЖ, u, 在 L”(0,T;H) 中 有 界 .所 以 存在 子 序列 ， 仍 记 
ии, EIEE ucL”(0,T;V), w'eL(0,T;H) 满足 

[кот V) 中 uw HERAF 
, (8.7.29) 
EL” (0,7; H)ru ЯЛЫ ТИ” 
这 里 я $ 7.8 中 证 明 类 似 ， 有 uw = 学. 同样 4 也 
在 L (0,T;V) PAR, u EL (0,7;H) 中 有 界 ， 故 也 有 
{在 L (0,T; У), и Зи 
leran, Н), и ЖИЙ РИ” 


现在 我 们 证 明 u ÆR (8.7.5), (8.7.6) 的 解 . 为 此 ， 引 入 连续 
函数 空间 


(8.7.30) 


Ci[0,T] = (фес '(10,7]): Ф(Т) = p(T) = 0} 
作 у= Уф», фес 10,Т] фес, [0,7] 
j=! 


对 于 m > k， 从 式 (8.7.8) 不 难得 到 
(u р) + alu р) + «(и wy) = (Гр) 
对 :积分 后 ,利用 


了 ГА 了 ГА + , 
| u ydi= — | wd + u, (TWT) – u (0р0) 
0 0 
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ee 


{fat + эб „әй (в Рат 
„Таби ы 


>, (fyddi + ui yy(0) (8.7.31) 
进行 极限 过 滤 得 “ 5 | 
| або) + atw) widi = É Оаа + (OY (8.732) 


出 于 f "AE V 的 沈 全 基 ， жө} EL OTV RAR, EE 


得 y'eL’ (0,т;н) (Т) = 0. 因而 ， 由 式 (8731) 可 以 得 到 在 分 
HEF ш WER (8.7.5), H ` : 

_(и”,р) + «(и',р) + а(и,р) = (fw) Морєү | 8.7.33) 
对 于 (8.7.33) ЛЖ op， 对 1 积分 得 


T . . | . 
| (а(и,о)ф + «(и',ь)ф — (u,v) PN dt 
0 С | ОРА 


Tr 
` =f modit wowo o 839) 


与 式 (8.7.32) 比较 得 н'(0) = ш. | 

若 对 式 (8.7.31) 和 (8.7. 34) 中 的 项 x (u, ` ) 再 进行 分 部 积 
分 ， 然 后 进行 极限 过 渡 ， 相 互 比 较 ， 利 用 wp(0) 的 任意 性 ， 同 
样 可 得 x(0) = u .这样 证 明了 zx 满足 初始 条 件 (8.7.6). 

现在 ， 还 须 证 明 u 满足 式 (8.7.28). 利用 引 理 7.8.2 和 
式 (8.7.29) T IRE и Æ [0.7] 到 Y 的 弱 连 续 函 数 .另外 w= f 
xu’ Au. H T f eL (0,T;H), u eL (0,T;H), ш 
eL (0,T;V),-Auel 2 (0,T;V), WD Н eL OTN. 利用 
引 理 4.3.3 Жи Æ [0,T] > V’ МЕМ. 由 定理 7.8.2 A 
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A (8.7.29) 1и 是 [0,T] >H ЕАК. 利用 引进 8.7.2 有 
I 24 l + alu) + aju} = (fu?) 
这 表明 :一 |w(9| + a(u(0),u(0) Ж [0,Т] Е. 和 上 面 讨论 的 
弱 连 续 性 一 起 ， 可 得 1 
ueEC([O,T]V), weC(O,TEH) 
现在 证 明 唯一 性 . 设 存在 二 个 解 u, B. ии 0, MI 
и Бом’ + Aw = 0 
(о) = 0, (0) = 0 
НУІ 8.7.2, 有 
(wl + a(w,w)) + 2alw = 0 
如 果 w 兰 0， 则 得 
|w (OE aw Ow 0 wi (8.7.35) 
| тфа <0, W | 
а 0 „| + a(w,w)) < — 20|] + a(w,w)} 
利用 引 理 8.7.1， 同 样 可 得 式 (8.7.35), Ж w(t) = 0, `Yte[0,T]. 证 
毕 . 
定理 8.7.2 ”在 定理 8.7.1 假设 下 Galerkin жи 在 
下 列 意义 下 收敛 王 始 值 问 题 (8.7,5)，(8.7.6) 的 解 u: 
EL” (0,T;V)Pu 强 收敛 于 v (8.7.36) 
EL” (O,T;H) Pu 强 收敛 于 w (8.7.37) 
证 ” 始 值 问题 (8.7.5)，(8.7.6) 等 价 于 


(и" 0) + a(u”,o) + a(u,o) = (fw) 4 (8.7.38) 
(о) = и, и (0) = u, (8.7.39) 
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相应 的 Galerkin 通 近 解 4 Е 
(и ш) + (и v) + alu 0) = (fw) Хеу (8.7.40) 
и „ (0) = И н> Ч 0) = u, (8.7.41) 
£ (8. 1.38) 中 取 ， = u’, H (8.7.40) фоси „› 并 利用 
式 (8.7.17) WE 
>£ (lu u? + alu, uy) + alu’? = (f.u”) 
А 
WHE, JERS, 则 


LWO + auu + a| Olds 
0 


= | (алак + уи, + аш „и „)) (8.7.42) 


„(| OF + „б (D) + af le ора 
| 2 А 
-f (fu „)45 + 5 (|н | +a( u.) (8.7.43) 
Fd (D= 5 (000 и (| жаш) – u p Ou и„@ў 
taf wo- u^ (s)| ds: (8.7.44) 
ЖЛ (8.7.42), (8.7.43), Ја OTABA 
d (= Гол +u )ds + (и, |“ + аби и ))/ 2 
, . 


+ (а | tabu tsa) 2 一 (G), (0) 
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- ouA D- af G и, 24+ | Е 
利用 定理 8.7.1 UREK H, u, яшта, уфа Щ 
Ше Р ш, ШШ f 、 


в 4 oaf Олд + |u |+ аш, ш, ) 


一 аба) -| Pas | | 
Го 0 


再 一 次 利用 式 (8.7.42) 得 ， 
lm d (D=0 ~ (8.7.45) 
另 一 方面 , 由 式 (8.7.43) 和 (8.7.44) 得 _ 


lim lx 一 u, | L*OT TY 一 0 


т» сс 


НЕ ГА 
lim |u”— u Тя m =0 


由 此 得 式 (8.7.36),(8.7.37), 证 毕 ， ооз 
定理 8.7.3 设 seR， 关 于 4,a(，,，) 的 假设 (8.7.1) 
一 (8.73) 成 立 , 且 У 
feL (0TiV u eV, o x eV, (8746) 


stl? 1 


那么 始 值 问题 (8.7.5), (8.7.6) 存 在 唯一 解 4 满足 


иеС([0,Трү, 1), и'еС(ї0,7}У ) (8.7.47) 
并 且 下 列 能 昌 等 式 成 立 : | Б | 
зашо ш) арија) (8.7.48) 


证 “在 定理 8.7.1 中 , MV У У, AIRE VHV, i 
于 4 的 假设 ，4 是 V,,, 到 V，， 上 的 同 构 映 射 ， 把 Y，， 视 
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у, 的 对 偶 空 间 ， 那 么 Y, 和 它 的 对 偶 空 间 全 同 . 所 以 
式 (8.7.5),(8.7.6) 存在 唯一 解 gx， 它 满足 式 (8.7.47). 

对 于 = 0， 式 (8.7.48) 与 (8.7.17) 相同 . 由 于 式 (8.7.5) 是 
线性 的 ， 所 以 两 边 作 用 A” 后， 再 与 4”w 作 FH 内 积 ， 则 可 
得 到 对 任何 * 成 立 的 (8.7.17)， 即 (8.7.42) 成 立 .证 毕 . 

定理 8.7.4 ” 设 定 理 8.7.3 的 条 件 对 于 s= 1 叶 满 足 WA 
相应 的 Galerkin H Жи, EFIE F ik 9 T 
(8.7.5), (8.7.6) 的 解 u: 


| 在 L”(0,T;V) 中 , u СРИ (8.7.49) 
并 且 有 估计 式 
max(lz — ий eon wz 一 weor mE (84.50) 
其 中 
Е = { inf |u, _ v| + influ, = vl + inf ||” 一 01, от; v) 
+ inf |u”— vl epr n? 8.7.51) 
证 始 值 问题 (8.7.15)，(8.7.6) 等 价 于 
(u”,)- a(u w+ a(u,y= (fw) ee v (8.7.52) 
u(0) = и,, w(0O=u, (8.7.53) 


TAH Galerkin r Wu ,满足 


(u р) + а(и o) talu 0) = (fa) YoveVv, (8754) 


u (0)=u_, u (=u, (8.7.55) 
其 中 u Жи ,为 
{ (и n0) = (u. t) 六 beV ， 
° ' (8.7.56) 
(и n8) = (u 0) Мру 
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& e(t) = u(t) – u 01). IA e(0)= и(0) 一 И он = 
И от? е0) = и, = u n> 于 是 


(e”(t) v) + «(е/,р) + а(е,џ) = 0 YosV ， (8.7.57) 
е(0) = и-и, е0) = ити, (8.7.58) 
5 | Лий) Сајегкіп# #7 
а(й,о) = a(u,u) YoeV ， (8.7.59) 
Ф200) = ult) — (0), WA 
а(2(1),0) =0 Yoev， (8.7.60) 


利用 (8.7.60)， YYesV , 有 
a IEN? < а(ё,2) = a(eu — v + v— й) 


= а(ё,и — v) < M llë| lu — vli 


即 le < M lu — s|! / æ, <cinflu—ol (8.7.61) 
HAE 
IEI < сіт ||” — vll (8.7.62) ` 
IE (0) < c inf ||” — vi (8.7.63) 


上 面 最 后 三 个 不 等 式 中 c= M Za . 
BIA (0 = #0) —и„(), MI 
(= гш) + z (0) О (8.7.64) 
2 „(0) = 00) и, (0) = й(0)—и„‚ 2,00) = й'(0)— и, 


т 


g (0)= š(0) — u tu ~u „= 00) + u us 
| (8.7.65) 


2 (O= 000) – u, +и up 200) +и и 
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WON(8.7.64) 8 А-х 8.7.57), 得 
(г 0) + ё, w) + аё u) = — (2 (0),0) — z(ë”(t).u) 
*4 о |е, (|, 并 利用 式 @.7.17), 有 


“1a( 


27 |а, | +а(@ 2 )) + a |Z; | 


= —(2"(),# (0) — а(2'(),2 (0) 
< |г'() + aD? / dat le (| 
д | 


а 
al 


, 
~ 
e 

m 


2 | - I 2 Өз 
+а@ „2 „)} <|г”(@) + аг'()| /2а 


|Z (| + дё 0.2, D < |z, (|° + ааг, (0z 0) 
EOZ Ойу, ОТ 


利用 (8.7.65)， 有 | 
| (P +a Пе OF <lu, =u p | + MI, и," 


m 


)/ 2% . 


+ IEO? + MIaON + UON: 


L (0,7; Н) 


+ alel шл, m?” 2а 


ШРУЖЕКАНЫЖЖӘЕВЛЗД U 
< с(іпе и, ~v|+ inf lu, — vll 


lz | L (0,7; у) 


+ іти = о оу ур АЧ" 一 olsorw (87.66) 
Пг Пет, m © e(inf|u, 一 中 十 inf lu, = vl 
+ influ = ol у=», уу + influ” 00 оолу) (8.7.67) 
vev ; veV, ' | 


—252— 


从 而 有 (8.7.50). 证 毕 ， 


Му олса 


$88 ”一般 的 双 曲 型 方程 


考察 二 阶 双 曲 型 方程 ”- | 

| a 8.0 + а ди + абхфи = f(x) I ' @®л) 

A GD x, А. 如 果 二 -次 型 ax ECET 

标 相 同 表示 从 1 到 m + 1 求 和 ) 的 所 有 特征 值 都 不 是 零 ， 而 且 只 

有 一 个 特征 值 的 符号 与 其 它 所 有 特征 值 符号 不 同 . 今后 总 假设 a” 

=a ， 经 过 变量 替换 y = g(x), 使得 在 x 一 x。 处 ， R (8.8.1) 
变 为 

Near (8.82) 

“GC )>0, 4(х)<0, G= 0,1, пл) а), 的 特征 


A ARAR PERÓ MNAR = 8.8.) 都 起 双击 型 
йу, 那么 称 式 (8.8.1) 在 О 上 是 双 曲 型 的 .一 般 情形 ， 当 n +1 
>2 有 时 ， вв) 在 Q 上 归结 为 式 (8.8.2) 形式 是 不 可 能 的 ， 但 许多 
情况 ， 可 以 归结 为 


Ou u 

ду? 

J h Ье. СЕО ЖЕЙУ. — A 8t0 Uh 8-5 БЕЙЛЕ В 
程 


И. tb a иъат f . (8.8.3) 


u, c Au = f` 48.8.4) 
这 里 A 是 Laplace 算 子 .在 共 它 情况 下 式 (8.8.1) 也 可 以 归结 为 
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Bu 
СИЧ 
аЬ", ди 本 质 上 不 影响 我 们 的 讨论 ， 也 不 影响 
讨论 的 结果 . 所 以 我 们 只 限 讨论 式 (8.8.3)， 它 代表 了 相当 广泛 一 
类 双 曲 型 方程 . 

З у, 称 为 时 间 变 量 ，y,,y,,…,y, 称 为 空间 变量 ， 我 
MEENA x, i = 1,2,…,n 因此 ， 我 们 只 讨论 如 下 形式 的 双 册 
型 方程 


in+1 


+b” Odu~—b (yo0utb outbu=/ (8.8.5) 


 Hu= u, 一 ô (а,ә u) 十 a 
+ а ,(х,0)0,и + а(х„)и = f : (8.8.6) 


ШЕ >a” (DE E >) >0 VEER”, a”=a” (887 
其 中 上 、 下 指标 相同 者 表示 从 1 到 n Kon. 
在 空间 R"” 中 存在 三 种 类 型 曲面 : 
(1) 类 空 向 曲面 ; (2) 类 时 向 曲面 (3) 特征 曲面 . 
记 S(x,) = 0 为 这 类 曲面 ,x = (хх, ех ПЯ = 0 上 成 立 
_ (дв\? ij ðs Os 
o= (F) a D ax, 
那么 称 5 为 关于 式 (8.8.6) 的 类 空间 曲面 ; MRE S = 0 
Е, о(5) <0， 则 称 5 20 (8.8.6) 的 类 时 向 曲面 ; 如 果 在 3=0 
上 


>0 (8.8.8) 


wls)=0 (8.8.9) 
则 称 S 为 式 (8.8.6) 的 特征 向 面 (8.8.4) 的 特征 曲面 是 
Gt eT x) (8.8.10) 
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它 是 过 (1 x ) 的 锥 面 . 
(8.8.6) 的 定 解 条 件 有 二 种 类 型 
(1) 始 值 问题 ,也 称 Cauchy 问 题 


ul = ф(х), | =y) (8.8.11) 


=, дї 
t=, 


也 就 是 说 ， 对 于 !e[! Т), хек", RA (8.8.6) HRE u, 使 得 u 满 
是 式 (8.8.11). 通常 作 变 换 t= 上 一 +,， 则 可 以 认为 式 (8.8.11) 是 
在 t=0 上 给 出 .另外 ,9, Y 与 式 (8.8.6) 是 相互 独立 的 . 

` t= r, 有 了 时 也 称 为 Cauchy 问题 支柱 . 也 可 以 选取 类 空 向 曲 
面 8 作为 支柱 ,类 空间 曲面 5S 把 时 空空 间 及" 分 为 两 部 


分 ,Cauchy 问题 就 是 在 其 中 之 一 求解 式 (8.8.6), 使 得 在 5 上 满足 


ul = olx), a| = y(x) (8.8.12) 


(2) 初 边 值 问题 cR 为 适当 光滑 的 区 域 =T 
为 它 的 边界 ,T; =Ггхр Т0, =Q x [1 ,7 那么 (8.8.9 的 初 
边 值 问题 就 是 在 О, 上 求 式 (8.8.6) 的 解 5， 使 得 


ul 9 5 w | (8.8.13) 
и\ = (5,0) с (8.8.14) 
或 ди / дп + б(5 Du = у(х) 在 T 上. (8.8.15) 


其 中 ди / дп = að u enp n= (on 为 T 上 单位 外 法 
线 向 量 , 以 后 总 假定 1 = 0， 并 且 | 

/xDeL OTL (Q) (8.8.16) 
为 讨论 方便 ， 不 妨 设 s) = 0. 因为 对 于 非 齐 次 边 值 条 件 Ч[ 
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1 


以 几 迹 定理 进行 章 次 化 .所 以 设 


ф(х)єН (Q), yeL (Q). (8.8.17) 
而 方程 系数 满足 一 定 的 光滑 性 条 件 
jaa” / дх,| <и, |да” / at, а',а|< и, (8.8.18) 


”对 于 初 值 问题 ,， 9 = R", 这 时 记 0 = R x [0,T], RO, F 
一 个 有 界 区 域 了 ,rs T, CSH k, x [Or] = {0,0116 1, 1 
e(0,7)} 同 胚 ， 并 且 具 有 如 下 性 质 ， 它 的 下 底 在 1= 0 平面 上 ， 
上 底 在 1 :平面 上 ， 侧 面 上 每 个 点 ， 基 侧面 是 类 空间 曲面 ， 人 
ШЕ лп = (ажа) 指向 了 ,外 部 的 ， 并 且 与 ! 轴 成 锐 
角 ， 记 D ,的 侧面 为 S,， 则 类 空间 条 件 是 | 


о(п)= a, aaa >20 (8.8.19) 
2 1 一 cos(n,t) > 0 (8.8.20) 


ip 30 5р (1<х)Ә АКЛ, S, MS 50,0<1) 
相交 部 分 Об) 为 D 与 := 上 相 埠 部分. 
用 2и, Ж (8.8.6) 790, HED, !< + 上 积分 


2| Huu dxdt = 2f fu dxdt ， (8.8.21) 


Dt 
D, 


分 部 积分 后 得 
2f Huu ха 


p, 
= | (ди / д1: + зао ид u +2a'ð uu, + 2аии )dxdi 
, | 


-| 2a "6 uu w ds 
， j t i. 


Ы 
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-| 


2 = 
(и +a uô u)ax|" 

t i j А 
A А ` 


+Í (~ да” / д)д ua u + 2а'д ши + 2auu )4ха 
р су | i t 


k 
2 Ua n ў 
+Í [(и, +а 0,40 ua, ~ 2a д uw u lds 
st . ` . . 


(8.8.22) 
把 (8.8.22) 写 成 


y(t) +Í gds = 0+ | (a / дд шд u — 2а'д uu, 
ті D: 


一 2айи, + 2fu )dxdt (8.8.23) 
其 中 


yl) = | (и? + а“д uô u)dx (8.8.24) 
aç) ` р 
而 g 表 示 式 (8.8.22) 中 在 积分 号 】 中 的 被 积 表达 式 . 


-ti А 

g=x [la (2 us ,1 Tu x ô ua | Tua) 

2: 2 - ij | 
+u (x, —a xi DF 


利用 (8.8.7) 和 (8.8.18) 以 及 .(8.8.23) 的 右 端 积分 项 ， 有 有 


у(ї) < y(0) + eÍ y(Odií 十 | . u dxdt 
0 D 


уда. 15 (8.8.25) 


o, Qe) 


и(х,1) = u(x,0) + | и„(х,)4& | . (8.8.26) 
: 0 
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t 
| иаа 2] и 0,0) + 2 | (| u d dx 
IO) mo "o f 


QC) 
< ?| 
0 


u? (x,0)dx + | u dxdi 
0(0) р 


< 2f u` (x,0)dx + у(а! (8.8.27) 
) ô 


(о 


联合 (8.8.25) 和 (8.8.27)， 并 记 
2(0=| utu? + að uô wdx 


ав) 
则 
ZU<2zZ(D)+(e+e + гә] 204 + 
+ 中 ПА gay (04 (8.8.28) 
Ф 20) = тах2(0) 
显然 有 


2()у< 22(0) + (e +c, + 21):2(0) 


21/2 
+211, rzoom2 O 


从 而 对 任何 :< min(e se), 4 是 由 (c+ с +20, 一 > 确定， 有 


242 O + А1, о ao (8.8.29) 
ШЖ: <т, Wese PADE, ， 则 同样 对 任何 : 
< min(21 т), 9 | 
Z' 0) < 42 UEA an a (8.8.30) 


如 果 1 一 1 WERP ete, +2G- 1 ))G- 1) = 1/2, ЖАА 
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E t, t> t, D e[0,:] (8.8.30) 也 成 立 Am- reo, ая 


2” (D= max(| (u° +u. +a” ,80 mdx) 
од 


LETELT 


1⁄2 


<c,()Z (0) +e Oon egy (88.31) 
其 中 c (e), c (Оо, д, р, 和 :所 确定 . 
(8.8.31) 就 是 能 量 不 等 式 ， 由 它 可 以 推出 Cauchy in 问题 解 的 
唯一 性 定理 . 
定理 383.8.1 1 (8.8.7), (8.8.18) 成 立 ， 那 么 Cauchy 问 
RA (8.8.6) ЖП (8.8.13) 在 0, 中 不 可 能 存在 两 个 或 两 个 以 上 属 
于 H (D,) 的 解 . 


证 设 式 (8.8.6) 和 (8.8.13) 有 两 个 解 ,uw . 令 W=u 
-u , W Hu=0, ul, ,=0, u l,o = 0. 应 用 (8.8.31)， 
则 2(;) = 0, Ати = 0. 此 即 对 任何 忆 r 和 7T， 了 唯一 性 成 立 . 
因而 对 Q 也 成 立 ， 证 毕 . 

双 曲 型 方程 另 一 个 重要 性 质 是 它 所 描述 的 扰动 以 有 限 的 速 
度 传播 . 为 了 解释 这 个 现象 ， 设 对 初 值 有 一 个 扰动 gs，y， 它 们 
只 在 一 个 有 界 区 域 Q 上 不 为 零 ，/= 0. 设 AA 为 人 的 一 个 VAi 
邻 域 ， 即 所 有 和 Q 距离 不 超过 V4t 的 点 的 全 体 ， 其 中 产 是 由 
A (8.8.7) 所 定义 的 常数 .那么 ,除了 在 О(г) 之 外 ， 对 应 的 
№ и(х,) Ж. .实际 上 ， 设 2 ЖЩ Ой) 为 d 的 点 ， 那 么 我 们 
可 以 构造 一 个 对 应 于 (x) 的 D 型 区 域 ， 其 下 底 不 与 Q 相交 , 
上 底 (1=7) 包 含 (X,r)， 取 一 个 轴 在 ((х,0), x= z), НБ kE 
Ж {(хы):1х — #|< d, t= т} 和 下 底 {x,0):|x — #| < 4+ Уш 
= 0} 相 截 的 球 的 全 体 . 如 果 我 们 应 用 式 (8.8.31) FER D, 上 的 


—259— 


Ж, H-+ f = 0,Z(0) = 0, WA u= 0(# D 内 成 立 ). 因 而 对 x 
= fN 16[0,1] № u = 0. 这 就 证 明 了 初 值 的 扰动 在 时 间 + 时 传 
播 不 到 离 O ЖЕУ. 以 外 的 地 方 ， 此 即 在 初 值 = 0 处 的 扰动 ， 
其 传播 速度 不 超过 VA ， 同 样 的 结论 ， 对 右 端 的 扰动 也 成 立 . 
定理 8.8,2 ” 双 曲 型 方程 (8.8.6) 描述 了 扰动 的 传播 ， 其 传 
播 速度 不 超过 V4， 其 中 上 为 由 式 (8.8. 7 所 定义 的 常数 ， 
对 于 波动 方程 (8.8.4) 扰动 传播 现象 特别 直观 . 一 维 情形 
的 D Alembert 解 ， 或 是 三 维 的 Fourier 变换 所 得 到 的 解 ， 最 容 
易 解释 定理 8.8.2. 这 在 经 典 的 数学 物理 方程 的 教科 书 中 都 可 以 找 
到 . , 
对 于 初 边 值 问题 (8.8.6)，(8.8.13)，(8.8.14)( Ж (8.8.15)), Ж 
次 化 后 ， 令 x = 0， 则 初 边 值 问题 可 以 表示 为 
Hu= f VxDeQ, . 
uo= 9p, ul „= VAER. (8.8.32) 
=0 V(x,neT.,=T X [0,t] 
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其 中 JeL (0,75 L (оў), Фен, 200), yeL GO 688333) 
анай, 可 以 全 和 (x, ) = ОКЫ 
Hu= д'и/ 0 + Au 
其 中 Au= — д, ‚(ад uta д, и+ ай. А 对 应 于 双 线 性 形 
Ж а(ки)н, (о) хн’ (0) = R: 


ЕЕ: 


ай ил) = (а' Yx, Do и, д. 0) + (а! Ou v) + (au, 中 
并 且 al(t;uiv) 是 对 称 连 续 和 H,(Q) -L f О) {И 
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alty ио) = a(ts ои) YaopeH (Q) 
[абез uol < Mlul „0100, uveH, (0) (8.8.34) 
alts uu) > c lul? = АШ 3Nuen (Q) 
由 a(53，，) 可 以 定义 一 个 抽象 的 椭圆 算 子 4 
(Auw) = аил) “u€ D(A), veH, (Q) 
那么 (8.8.32) 等 价 于 二 阶 发 展 方程 初 值 问题 
= + 4(0)и = f (8.8.35) 
и(0) = @,u (0) = у 
ж А) 与 上 + 无关 ， 并 且 对 应 的 双 线 性 形式 a(，,， ) 是 
H'(0) 强制 的 ， 那 么 本 章 中 所 讨论 的 二 阶 发 展 方程 的 理论 可 以 
用 于 式 (8.8.32). 
如 果 4(f) 与 上 有关， 和 Cauchy 问题 一 样 ， 可 以 建立 能 量 
不 等 式 


20) <c,(0Z(0) + e ON a r, ra (8.8.36) 
H Pe G), с, УНЭ АЖ, Б. 
Z(t) =f (u° + и + ад ид и)ах (8.8.37) 
О) : 


定理 8.8.3 БЖ (8.8.34) RY, Н т—а(г ио) (u,v 
eH. (O) 在 [0,7] 上 是 连续 可 微 ，/，wp， 光 满足 式 (8.8.33)， 那 
么 存在 唯一 函数 u 满足 式 (8.8.35), Н 

иет? (0,T;H' (Q), weL’(0,T; 12(0)), 


и EL’ OT; H `'(Q)y | ~ (8.8.38) 
证 ”首先 我 们 可 以 建立 一 个 能 量 不 等 式 EKE, (8.8.35) 
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ананна ане са 


等 价 于 
(и (D+ аби) = (fw) моен!) (8.8.39) 
在 上 式 中 取 p= и „ MI 


A + абиб) а) + a(t;u (0), u(0)) = 2(f,u ) 


设 а (ио) = da(t;u,o) / dt Мирен! (9) 
则 | | 


Тир +a(tiu,u)) — a (tiu,u) = 2(f.u ) 
对 ! 积 分 , 得 


Tr 
абм) + lu, = абр) + И +2] (ида! 
0 
+| a (ou(o)u(o)do 
0 


< йө! + yh +2] NA, асв ef hull?de 
о 0 
利用 (8.8.34), 则 有 


А 2 2 2 
= А141 + alul, + lu M| 
2 2 2 
<c(lel + и + | паа 
б 
r 2 T 1 
+ лас | а 4) 
0 0 


注意 |ull” < luli, TE 


2 2 2 2 2 
йн + Me MÈ < с + ple + MFN on ten) 
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„Т 2 : ; . > 
+J (luli + Їн, )ае (8.8.40) 
0 
利用 Gronwall 引 理 ( 引 理 7.7.1) 有 
абе) + lu (01 < cols + yl + Л, e) (8.841) 


这 就 是 所 求 的 能 量 不 等 式 . 
现在 可 以 运用 Galerkin 方法 证 明 解 的 存在 性 . 为 此 


& {»,}, i= 1,25. ЖН (О) ЮЖ, Б.Ү, = spanfwi…， 
w,}，Galerkin 台 近 解 可 以 表示 为 | 
и Yz, (Ov, | (8.8.42) 
g, (DD 可 以 由 下 列 Galerkin 方 程 得 到 
(u (Dw ) + аф и») = (fe), j= lem (8.8.43) 


MORR MOL (8.8.44) 
lim NA w =9 在 H,(Q) 中 (8.8.45) 
lim У, w =y 在 L (О) (8.8.46) 


т 0 j=l 


式 (8.8.43), (8.8.44) 是 常 微分 方程 始 值 问题 ， 它 有 唯一 解 ， 并 且 
有 


lu | + lu |° < cle 与 m 无 关 ) 
从 而 | 
атон! (Ohu AR . ` (8.8.47) 
KETI, MEA u, EREE OTHO) hu, BEA 
于 在 L (0,T;L O) Ф, u, BEKAF u. 
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和 定理 8.7.1 一 样 ， 可 知 u 是 式 (8.8.35) ЖЕ. 
ЉТ, и E (8.8.35) ШЕ, ЖЕ /= 0,0 = у 
二 0， 对 5є(0,Т), ЖЕ 
o ü 74 ЕСИ 
р = . " А 


t 


0 ` (> 


显然 | (Alju +u ,0)01= 0. 
А š 
T 
分 部 积分 后 ， 有 | (а(п;и в) — (и',7))4: = 0 或 
0 


| ассо’) 一 (и „udi = 0 
0 _ ` 


从 而 О 
A tala: = K -0 
a (OWON + (902 = | a (сода 
由 此 得 出 


le) + їшї, < 4] [эй 1ай! + ог) (8.8.48) 
i Ате. а 
如 果 令 w(D) = | ulo)do， 则 
0 
KOIN + ш, < (| йз) — (Уй + еш!) 


-2c le + lu < c,| (Nw OW + (01 0а! 
取 s ,使 得 (1 – 2с,5,)= 1/2, 那么 Ys<s,,， 有 . 
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(ые), + ш), Бр ОЯ + lull dt 、 (8.8.49) 


从 而 立即 可 推出 x 在 [0,s IPA, 但 s, 与 选取 的 起 点 无 关 , 
и ХЕ [5,25] 中 为 零 ， 如 此 下 去 ， 可 得 唯一 性 . 证 毕 . 
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第 九 章 Navier-Stokes 方程 


Navier-Stokes 方程 (N-S 方程 ) 是 描述 流体 运动 的 一 般 方 
程 ， 它 是 在 最 一 般 的 条 件 下 得 到 的 ， 本 质 上 只 利用 了 最 简单 的 假 
设 ， 例 如 粘性 应 力 张 量 和 变形 速率 张 量 之 间 的 局 部 的 线性 关系 是 
运用 牛顿 第 二 定律 而 得 到 的 .在 很 多 理论 研究 领域 中 ， 例 如 航天 
航空 科学 、 地 球 物理 科学 、 水 动力 学 、 石 油 工业 、 等 离子 体 物理 
等 等 ， 或 者 是 单独 出 现 ， 或 者 是 与 共 他 方程 耦合 出 现 . 

N-S 方程 又 是 非 线 性 的 . 非 线性 项 (ugrad)u 是 来 自动 力学 ， 
并 非 来 自 物理 假设 ， 因 此 ， 它 是 不 可 改变 的 ， 即 使 现在 泛 函 分 析 
工具 得 到 充分 利用 ， 我 们 对 N-S 方程 的 理解 还 远 不 够 透彻 . 

这 一 章 的 目的 ， 是 从 三 个 方面 来 研究 N-S 方程. 

(1) 存在 性 、 叭 一 性 和 正则 性 .自从 JLeray 的 工作 以 来 , 这 
个 问题 得 到 了 局 部 解决 . 只 要 定 解 数据 足够 光滑 ，N-S 方程 始 值 
问题 在 时 间 区 间 (0,T.) 上 是 有 唯一 的 光滑 解 . 然而 ,这样 的 光滑 
解 能 否 可 以 延 拓 到 (0,ce) 尚 不 得 而 知 , 如 果 这 个 问题 的 回答 是 否 
定 的 ,那么 人 们 关心 的 则 是 奇 性 的 问题 ， 它 不 但 对 数学 家 有 吸引 
力 , 而 且 物 理学 家 也 是 非常 感 兴趣 的 . 按照 J.Leray 关于 满 流 的 
猜想 , 在 三 维 空间 中 ，N-S 方程 弱 解 是 不 光 消 的 , 其 速度 和 涡 波 
( 速 波 和 旋 度 ) 在 其 些 点 或 某 些 集合 上 变 成 无 限 大 , 这 就 是 发 生 满 
流 的 地 方 . 

虽然 奇异 点 集 的 研究 , 已 得 到 很 多 结果 , 例如 B.Mandel- 
brot,V.scheffer,L.Caffarelli-R.Kohn-L.Nirenberg, C.Foias-R. 
Temam 关于 解 的 奇异 点 集 Hausdorff 维 数 的 研究 等 等 ， 然 而 这 
样 的 问题 , 还 远 没 有 解决 . 

` (2) 浙 近 行为 .如 果 体积 力 和 边界 速度 与 时 间 无 关 而 时 间 又 不 
显 含 在 N-S 方程 里 ,问题 变 成 为 无 限 维 动力 系统 的 自治 问题 . 这 
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Н, N-S 方程 解 的 渐 近 行为 ( 即 t+ee 时 解 的 性 态 ) 特 别 引 人 注 
目 ， 当 体积 力 和 速度 边界 值 很 微小 时 ， 那么 N-S 方程 存在 唯一 
稳定 的 定常 解 ， 而 时 间 相 关 解 当 t->+oc 时 收 钱 于 这 个 定常 解 ;如 
果 体 积 力 很 大 ， 那么 当 totok, 解 趋 于 时 间 周 期 解 或 者 更 为 复 
杂 的 吸引 子 , 它 的 渐 近 行为 呈现 了 浑 沌 现象 .这 种 泽 汪 行为 是 满 
流 的 另 一 种 解释 .现在 ， 溃 流 的 两 种 解释 , 即 奇 性 和 渐 近 的 浑 池 行 
为 ， 都 可 能 出 现在 N-S 方程 里 ,然而 ，N-S 方程 解 的 渐 近 行为 ， 
很 多 问题 , 尚未 解决 .例如 t->+oo 时 ,N-S 方程 解 收敛 于 稳定 的 
定常 解 , 还 是 与 分 叉 理 论 相 联系 的 时 间 的 周期 解 , 还 是 更 为 复杂 
的 吸引 子 ? 尤 其 是 三 维 空间 情形 尚 待 解决 . 

(3) 数值 解 .N-S 方程 在 科学 和 工程 领域 中 是 很 重要 , HER 
有 代表 性 的 问题 .由 于 很 难 找 到 N-S 方程 的 精确 解 , 所 以 人 们 只 
能 从 数值 解 来 了 解 N-S 方程 解 的 性 态 .然而 , 计算 方面 的 困难 是 
计算 机 资源 上 尚 不 能 适应 N-S 方程 数值 解 的 需求 ， 同 时 又 由 于 
解 的 高 度 振荡 ， 使 得 选取 所 需要 的 信息 成 为 困难 . 

这 一 章 的 内 容 大 致 这 样 安排 ， 首先 讨论 Stokes 方程 和 
Stokes 算 子 ， 证 明 它 的 解 的 存在 性 ， 它 相应 的 变 分 问题 和 共 圈 
梯度 算法 ， 讨 论 抽象 的 Stokes 算 子 的 很 多 性 质 ， 它 们 在 研究 
N-S 方程 时 是 必 不 可 少 的 .其 次 是 讨论 N-S 方程 的 定常 解 ， 解 的 
存在 ， 唯 一 和 多 解 问题 .最 后 讨论 N-S 方程 非 定常 解 ， 它 的 能 最 
不 等 式 ， 弱 和 解 的 存在 叭 一 ， 强 解 的 存在 唯一 以 及 解 的 崭 和 行为， 
解 的 奇异 点 集 和 吸引 子 等 问题 . 


S91 Stokes 方 程 


不 可 压缩 粘性 流体 力学 的 Navier-Stokes 方程 是 


(бе + (и • grad)u) = divo + pf 
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аА 


АРИ КОС graco divu= 0 w 
这 里 divo эө энен? dive = TY Р. u р= 1,2 2,31. 
对 1 Newton w кк жие | 
- Е Ki 5 一 põ” + 2pD 


рчш= 10у! и! + y a’) | 


Vu "жаён, V УНИ, ЗЕЕ 
F, Вена, 也 等 于 普通 导数 ‚0 为 流体 密度 ， 
&Р=р/р,у=н/р 表示 动 压力 和 动力 粘性 系数 , 利用 divu 
= 0 和 欧 氏 空间 张 量 屋 数 可 交换 次 序 但 - 


ур CERA "жулу?! Ит! ами + Au) ди" 
T ЖШ а 

Re=LU/v, ¿= Re” -1 Е БО. 
其 中 二 ， 避 分 别 为 参考 长 度 БАШ. ИЛ 
Жал U( Š H T = LL») 6, . 再 将 压力 和 外 力 
用 :P/pU ， ZX KRE, IA Navier-Stokes Jy 程 可 以 写 


‚да . .. . | 
== + гаа +gradp— AAu=f ` - 
| fat (u gradju + gradp — 4 е (9.1.1) 


divu = = -0 
边界 条 件 
|; = g, | gnds:= 0 (9.1.2) 
r 
这 里 geH ' Г)". 


当 流动 是 定 党 时 ， 并 且 要 么 速度 比较 小 ,要么 佑 性 比较 
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大 ， 这 时 可 以 略 去 惯性 项 (u • gradju, 则 得 到 定常 的 Stokes 方程 
~ Au + gradp= f. 
` divu = 0 . 

由 于 引 理 4.6.2， 可 知 存在 u ЄН (0) 使 得 divu, = 0, u ' 
=g, Я иеа, +w, Ww ÑEK Dirichlet 边界 条 件 W 
方程 (9.1.3) 中 f 用 f+ Au 来 代 赫 ( 仍 记 为 人 ， 所 以 通常 考虑 章 
次 Dirichlet 边界 条 件 的 Stokes 方程 

— АДи + gradp = f 

divu = Ü (9.1.4) 

u| =0 (9.1.5) 


(9.1.3) 


о 


引入 记号 X= (R'(0))”, X = (H Q)", M = 129) = fq 
eL (Q): | 44х = 0}, V = {чєХ :divu=101. 同 样 引入 双 线 性 形 
Q 


4%: Ххх К 
а, (u,v) = A(gradu,grady) 
-5 | “=. ди дь ay Vu,ye X (9.1.6) 


Wm _ 
иез "NOx Ох 


和 X x M 一 К 
b(v,q) = 一 (9,divy) (9.1.7) 
那么 Stokes 问题 (9.1.4) 和 (9.1.5) 的 原始 变量 变 分 形式 为 
求 (umEeX，x М, 使 得 
(Q) ҳа (Wr) + М(ү,р) = «у> \МуЄХ, ‚ 6.1.8) 
buq)=0 geM 
与 问题 (0) 相对 应 的 А (Р) 是 
, 求 LeV， 使 得 
\а un- (f,v> x ve v 


双 线性 形式 。(，,: OMDC, ) 满足 如 下 性 质 
(1) а (+ ,+) ЫЕ), а (шу) = а (vu Vu,vveX (9.1.10) 
(2) a, < Да lvl, 
YureX (9.1.11) 
实际 上 ， PM Cauchy TSR 


7 /> (2 Iy (2, 
2 ах! 
и ди' ду! 
< ү: 7 = ; 
41 \дх Wl \ Ox 


再 利用 Hoelder 不 等 式 就 可 以 得 到 式 (9.1.11). 
(3) а„(+,+)Ж&Х ,强制 的 ，a (им) = 让 ul， МиеХ, (9.1.12) 
(4) ВС", ~ ) 满 足 BB 条 件 
sup b(v,g) 


s V Ivi, 
KERE, Моем, ШЗ 4.6.4 知 存在 唯一 的 v ev. 使 得 


> Bial, VaeM (9.1.13) 


diw = ç v, |, < clai, 
因而 
ñ 2 
b(u, (gq,divy ) llal 
ора) y Pe > e'a 
vev hl, Y, 1 v 1 


从 而 得 到 式 (9.1.13) 

定理 9.1.1 设 QcR" 为 有 界 开 集 ， 具 有 Lipschitz ИЛ 
界 T. 设 fe(H T'A)", ge(H'2(r))". 县 满足 式 (9.1.2), Ж 
么 Stokes 问题 (9.1.3) 和 (9.1.2) 有 唯一 解 (u,p)e(u +X ) x М, 
ЗЕН, 
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rr et 6 PRERE: re m —— 


[ч], + ipl, < efi, + gr) (9.1.14) 
Ш 我 们 只 须 证 明 问 题 (0) 有 了 唯一 解 就 可 以 了 . 利用 定 
理 5.2.1 知 ， 问 题 (0) 存在 叭 一 解 . 并且 4 


lul, + lol. «|а, | +t la u, t, + Il, АИ, „+1 _,) 
证 毕 . 
双 线 性 形式 ae,(' ,* ) 也 可 以 表示 为 
а (uv)=24(D (uD) YuveY (9.1.15) 
并 且 成 立 Korn 不 等 式 


È ID (DH + hul? > jul: Yuex，x>0 (9.1.16) 


这 里 ， 下 标 相 同 者 也 表示 求 和 . 
为 了 证 明 式 (9.1.15) 和 (9.1.16), 我 们 先 建 立 等 式 


(D 09р „0D = > (eradu,grady) + 2 (divu,divv) 


+ $ t(vgrad)u -n — (y * n)divu]ds u,vex (9.1.17) 
实际 上 | | 
(D ко» С?) = > (gradu,grady) + 5(V LV Y) 
但 是 
(V u 


А pV v )= | (vgrad)u • nds 一 | (vgrad)divudx 
r Q - 


= $ „(зга ` n — (v ° n)divu)ds + (divu,divv) 
于 是 可 得 式 (9.1.17). 由 式 (9.1.17) 立 即 可 得 


(D „00D Ки), = > (sradu,grads) + 2 (divu,divy) Маиухех (9.1.18) 
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Ф, AW,D, К) = з (eradigredy) YuwveV i (9.1.19) 
ID ayl? = 了 十 1 пама? Мех а ` (9.1.20) 
тодар i9. 
由 推论 5.2.1 AR (9.1.13) 知 问题 (P) 和 问题 (0) 等 价 . A 
ЯЙ (P) 是 有 约束 变 分 问题 ,. 下 面 讨论 对 应 的 鞍点 问题 ， 
r 令 
доа. <í u> - ' (9.1.21) 
£ (u,g) = J(u) — (g,divu) | (9.1.22) 
X) = fveX, v|, = р} 那么 有 
定理 9.1.2 在 定理 9.1.1 REF, Stokes 问题 (9.1.3) 
和 (9.1.2) 的 解 (up) 满足 
£ (u,p) = min sup £ (v,z) = max inf (уе) ` (9.1.23) 


ех) хем жем тєк 
证 Wu eH (divu 0а, | =g Фич, +w, 
£ (7,9) = #& (#д) + а (u ,w) 
Шм 2 {ЕХ хм 中 的 鞍点 ， 由 于 divu = divu = 0, йй 
LAS £ (u,p) < Lu + w,p) VweX ,geM 
因而 (uw,p) Ж £ (u, + Х)х M 上 的 唯一 鞍点 ， 但 是 u, +X, 


= Х(р), IH EB 5.2.5 就 可 以 得 到 式 (9.1.23). 证 毕 . 
设 V(g)= {уЄХ:дічу = 0, v|, = gt 


MAAMEHE Ла) = ЗАГЛ) С. (9.1.24) 


ve V(a) 
жп [W a] Bi 
求 u(g)ex, 使 得 
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一 2Au(9) = f — grada 在 0 内 … | 
г # i (9.1.25) 
Ф K= ha (MWD wQ)=wa)-u 09126) 
那么 问题 42) 的 压力 p 也 是 下 列 极 小 化 问题 的 解 
K(p) = mink(9) 


”为 了 消除 压力 , 使 用 加 罚 方 法 
Yc> 0, Ж(и „р )єХ x M 使 得 


— Ач + дгайр =f 在 只 内 - ‚ (9.1.27) 
єр + divu, = 0 在 内 (9.1.28) 
u |=g (9.1.29) 
或 – АДЫ — ` grad divu, =f 在 Q 内 7 (9.1.30) 


定理 9.1.3 ” 设 定 理 9.1.1 ҢЫ. УБА (9.1.27) 
~(9.1.29) 存在 唯一 Йї (и р, )eX xM, 并 且 成 立 下 列 估计 


lu, = ul, + 1р, = pli, < CN ‚+. 181 из) | . о. 1.31) 
其 中 常数 c 与 wpg 无 关 . 
证 ”证 明 方法 类 似 于 定理 5 2.6. 作为 练习 留 给 读者， 证 毕 . 
如 果 做 如 下 拓展 | ШЕ 
ü =u + Yeu, рер Y ">, . (9.1.32) 


RoEG(u ,p，) 由 下 列 方 程 得 到 
| 一 Айу + gradP y 一 0 在 9 内 | 
|" = р ТЕО (9.1.33) 


u = 0 


„|, 
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那么 由 定理 5.2.7 可 以 得 到 下 列 误差 估计 


т+1 


Ia 一 下 +1р- 2,1, «с 
在 数值 计算 方面 , 可 以 采用 如 下 三 种 方法 : 
1 简单 梯度 算法 

(1) 给 出 p, EM, 解 下 列 椭 回 边 值 问题 


一 AMAu 一 rgrad divu, =f— gradp, ЖОЙ 
fa, =g 在 T 


(2) 设 m 之 0,(u,,p,)eX XM, u, | =g 已 知 
жа ех ki | 
一 4Az ,一 rgrad divz = grad divu, ЖОР 
т„=0 在 T 上 

计算 p = – Пам, 12 / (div ы, ,divz ) 

(3) 计算 u ,1,p 
Pari = Pm p. чи u =U +р 7 ` 

2 УЕ 

(1) 给 出 єм,# (9.1.35) 


mti 


dfl, + iel, ar) (9.1.34) 


E (9.1.35) 


(9.1.36) 
(9.1.37) 


(9.1.38) 


(2) Vm > 0(и„,р„)єХ x M, u, |, = 多 已 知 ， 计 算 | 


а = lldiv u 12 /ldiv и, l? 
l: = іу о +o o, ， 
о = div u, 
解 下 列 椭圆 边 值 问题 
| 一 1Az —rgrad divz = райо, ЖОЙ 


z, 一 0 在 T 上 
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(т> 1) 


Жр, = idivu l? / (divu_,divz_) 
(3) (ш Pn) 
Puri “p, 00 Dari Um + PnTm 
3 R.Glowinski 共 轿 梯 度 算法 
(1) 初始 化 .给 出 p eM， 解 椭 贺 边 值 问题 
一 AAu, =f- ваар ЖОЙ 
fa, =g Erk 
如 果 A'.u ,=0 则 (u,,p,) 就 是 所 要 求 的 解 ,否则 , 解 下 
列 Neumann 问题 | 
| - Ay, =divu ЖОЙ 


一 在 T 上 
Ф с, = айіу u, Tbk ‚о, =0,,， Ж m 2 0, 
设 p a u, 0p С, ИТИЛ Жд, п, т, Oma 
(2) TRE. ЕЕ G E A 
一 人 Az = 一 gradw,， ЖОЙ 
| z, 一 0 在 FT 上 
(div пш) (div о.о) 
Pari Ё„ Dp, O, Unpar Mü, p, z, 
(3) 收敛 性 判别 和 新 的 下 降 方向 Б 
如 果 divu pp, = OMC na Un a REDRAR 
否则 解 Neumann 问 题 2 
- Аф, = іу, ЖОН 


= (divz ,0 ，) 
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дф | 
— = 0 ”在 T 上 ， bo, ds=0 
On n 一 Radivz ， 十 pp，) Е 
do )/ 0, ivu) уы: 7 
Opa = EPO, a 


利用 Fourier 分 析 方 法 ， ó b ЖОЙ RERE a= 4,b = 0. 

最 后 ， 给 出 Stokes- 方 程 解 的 存在 和 正则 性 定理 ， 它 是 层 
Ф Gattabriga : с: 

定理 9.1.4 设 定理 9. 1.2 的 假设 成 立 ， 边界 TAF 
с"”@”+® ж гени" (Q) F BeH т T)": m > 109 
数 ,1<r< +оо, JA Stokes 问题 (9.1.2) 和 (9.1. LD 有 唯一 
R ен"? A" x H” ONM), 并 且 存 在 不 依赖 于 г 
之 常数 c> 0， 使 得 . 

ш, ТА. (11, , ТООК Е o. 1.39} 


592 抽象 的 Stokes 算 子 


1 无 散 度 向 量 值 空间 和 投影 算 子 
А H(div,Q) = {ueL”(Q)",divueL "(9)}， 并 赋予 内 积 和 范 数 
[u,v] = (u,v) + (divu, divy) u, veHldiv, О) 
llul” = [u,u] . С 
那么 H(div,Q) 是 一 个 Hilbert 空间 (й йик $ 4.6), 由 定 
EB 4.6.4 ki D " (Q) ЖЕ H(div,Q) 中 稠密 ， _ Е 
设 Q 是 R" 中 C? 类 有 界 开 集 ,T = 20, 1 to 一 Ht 
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为 零 阶 迹 算 子 . А2 Кебу )= H (О); у, PERY iH T) 
CE OEA y da EH D 中 成 立 ， 并且， Е 7 
аі, асе, мено) 09.2.1) 
ФЇ, ЇЇ, ,or моен г) 0922) 
同样 可 以 引入 迹 算 子 ) :H(aiv,Q) >H D, EH 
yu= п-п. MueC (QO) (9.2.3) 


有 意义 ， 并 且 可 以 天 本 为 div9) >H ЧТ)! 的 线性 有 界 算 
子 . 进而 有 


R(,)= H 


1⁄2 
.( 


"гү | (9.24) 


ly, suaran n = =! Е 00.2.5) 
Кег(у,) = H (div,Q) = D(Q) Wai 
. = fue H(div,Q),u * п| = 0} Е ‚ 9.2.6) 
引入 迹 算 子 y, 之 后 ,Stokes 公 式 成 立 О 
(u.gradw) + (divu,w) = <у пу и > 
XZueH(div,Q),we H ` (Q) | (9.27) 
和 在 第 四 齐 中 $ 4.6 节 一 样 ， 我 们 需要 下 列国 数 空间 : 
H= [ue D(Q)”, divu = 0) 
H = H 在 L?(9)" 中 的 闭 包 ，V = H 在 H'(Q)" 中 的 闭 包 
那么 , 同样 有 下 列 结果 : 
引 理 9.2.1 i Лер (QG = 12) 是 一 个 广义 函数 ，f 
为 某 一 广义 函数 peD (0) 之 梯度 f= gradp 的 充分 必要 条 件 是 
<fy> =0 YrveH 
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引 理 9.2,2” 设 QcR" 是 一 个 有 界 开 集 ， 具 有 Lipschitz 34: 
续 边 界 ЗА 


Со 如 果 广 Хт рер азни, peL’ (Q),i 
= 1,2, n 那么 peL’ ME 
| АГ зорла < (9) 1вгадрі a 
(2) 如 果 广义 函数 peD (Q) 有 一 阶 导数 ранча), i 
=1,2,…n, 那 么 peL (DHE ` 
: 1р1, +, < (Огай ua 


如 果 对 Q 边 界 不 加 限制 , 则 peL1_(O) 并 且 


. í 
Аала = inflp+ 1, = 12 — meastQ) Јр, 


i72 


引 理 9.2.3” 设 weH "(0),AueL (0), ЖА ен DH 


(gradu, gradv) = ( — Аш,у) + < “s> r Муен (О) (9.2.8) 
#|# 924 HACR 是 一 个 局 部 Lipschitz 有 界 开 集 , IM 
Z 
= fusH (div,Q),divu = 0} 
= fueL (0)”,divu= 0, ип], = 0) (9.2.9) 
= [ue L (Q) „ш = gradp,peH (Q)) (9.2.10) 
Е R (9.2.10) 就 是 定理 4.6.7. 另外 ， 由 定理 4.6.6 NI, u 
eH (div,Q), 意味 着 ueH(div,Q), u+ n|, = 0， 所 以 我 们 只 须 证 


1, Н = fueH (div,Q),divu = 0} 就 可 以 得 出 式 (9.2.9). 
由 (9.2.6) 知 班 ,(divQ)c H， 现 在 要 证 明 H СН (div,Q), 
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设 weH， 则 在 H 中 存在 一 个 序列 u., а >u E LO" 中 
成 立 . 从 而 可 以 得 出 diva = 0， 所 以 ，u, 也 在 H PRAF u, 
MH weH(div,Q). XA y, 是 H(div,Q) 到 H гу" 线性 连续 算 
子 ， 故 上 al =0. Ж. 
定理 9.2.1 ' 设 是 一 个 C” 类 有 界 开 集 ， 则 
120) =нән өн, 
其 中 О 
H = [ue 0)", u= gradp, реН (О), Ар= 0} 
Н, = fusL (Q)”, u= gardp, реН |(О)} 
证 ЕЖ, нент, H,c HL. HH.LH,. 33 
L, 设 weH,， u,eH,, ЖАШ, = grado Ар= 0, u, 
= gradg, ae H° (Q), 故 
(u; u,)= (gradp, grad9) 
一 (一 Ap，9) 十 《gradP。 а, q), =0 
MEUL (Y 为 任意 一 元 素 ， 首 先 求 9eH'(O) 使 得 
Aq = divueH ~ (Q) 
众所周知 ， 它 有 唯一 解 aeH,(Q)， 设 u，= gradg， 显 然 уш, 


= Ла = divu. 1760, =u-u, Шуй = 0， 故 


《7 ü 12. -| y ü ds= 0 
r 
所 以 Neumann 问题 . 
求 peH (9) 使 得 
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др. а 
дп | 7,0, 


有 了 唯一 解 p. 取 u = ргайр, WI divu, = Ар= 0, $ 
u = 0-0, 一 ui， 

ДЇ divu, = 0, уш, =7,8— 7,0, = уи, =, (0, ш) =0. 
出 引 理 9.2.4 ди SH, Am u= u +u, tu, u EH, u, 
ЄН, u,eH,. 证 毕 . 

定理 9.2.2 设 0 是 有 界 开 集 ， 边 界 荆 局 部 Lipschitz 过 
续 ， 那 么 

V = {ueH, (0)", йуп = 0} 

证 令 V” = {ueH (Q), divu =0). 我们 要 证 V=V” .为 
此 ， 只 须 证 明日 在 VY” 中 稠密 .由 泛 函 分 析 中 熟知 的 定理 ， 一 
个 Banach 空间 B 之 子 空间 B, 在 B Ф, ЧАВ" 中 的 元 
素 在 B， 上 为 零 也 必 在 B 上 为 零 ， 因 为 HcV ”是 显然 的 .现在 
设 工 为 VY” 上 之 任 一 线性 有 界 涝 函 . 它 可 以 延 拓 到 H (Q) E, 
ik L= {7 }G = 1,2,6) е(Н'(0)). 如 果 

《Ly>》=0 veH 

则 引 理 9.2.1 告诉 我 们 ， 必 存在 рер”, І, = 22. 由 引 再 9.2.2 


知 ,peL (О), ëk 
L(w) = YG w >= EOD, pw ) = -Í pdivwdx =0 wey 
这 就 证 明了 工 在 V ”上 也 为 零 .证 毕 . 
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定义 投影 算 子 P:L” (Q)'—H, 0=I—P 
引 理 9.2.5 РЫН (0)" 一 H'(Q)” 的 线性 有 界 算 于 
证 YueH,(Q)"， 作 辅助 问题 
| asua 使 得 
Ар = divu 


(9.2.11) 
则 由 于 divue (О), #&7ТЕТЕҢЕ—{# p 使 得 
121, < сущ, < clala 


Ф ш, = gradp， 则 divu, =Ар= divu. 故 ua 一 u， eH'(Q)",div(u 


1⁄2 


—u,)=0, By; (u—u,)eH (Г). 作 辅 助 问题 
Аа = 0 | 
ó 1 (9.2.12 
| ” , "(a —uj)eH' (0) ) 


由 于 div(u —u,) = 0 推出 <7,(ш— и,),1), =0. 所 以 (9.2.12) AE 
一 解 . 令 ,= gradgeH'(Q)”, Hi u =u-u,- u, EH (o), 
Н. 
divu, = divu — Ap— Aq = 0 
yú =(u-u, –и,) *n=((u-u,) ° n-%), =0 
从 而 引 理 9.2.4 给 出 u = PueH, 并且 
lu l, = lu—u —u,l, < dul, + lu, l, + hull 
< [ш +1211, + lgl, 

由 正则 性 定理 ， 有 

lu I, < їшї + с(ЇЧуш + 17 (а— ип „) 

< сш, + lu, 1) < chal, 


л) 


这 就 证 明了 P 是 从 H. (0)" 到 H'(Q)" 的 线性 算 子 .证 毕 - 

31 9.2.6 3k r= 0 充分 光滑 ， 那 么 了 也 是 H'(Q)" 
>H (O 的 线性 有 界 算 子 .这 里 s>0 

证 YueH'(Q) 作 辅 助 问题 ， 
| — Ap= — divue Н” (О), 


др 
дп 


ї— 1/2 


(Г) 


=u. n| eH 
r 


注意 
(— divu,1) + <u ° п,1), = 0 
山 椭 圆 边 值 问题 正则 性 定理 ， 存 在 唯一 peH O, ER 


11, < самці, + lu nh, p) < chuk, 


这 里 用 到 定理 4.6.5. ДУ w = ргаар, MH weHt, u= v +w, 那么 
divy = divu — divw = divu — Ар = 0 
Y" nl r = (u +n —gradp ° n) = 0 
由 引 理 9.2.4 知 Ye H. 故 v= Pu 有 
liPull, = Wl = 1а wl, < [ий + iwi, < [чї + tol, 
< elul, | 
2 Stokes 算 子 
设 P 是 L (O > Н ЕИ. 
定义 9.2.1 Stokes 算 子 4 定 义 为 
A:D(A)c H>H, A= – PA,D(A)= H?(Qy' NY 
引 理 9.2.7 ”Stokes 算 子 4 是 对 称 的 
(Au,y) = (u, A vy) Vu,ye D(A) (9.2.13) 
证 设 wreH, Ра =, Ру = УВ 
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атар AOE ооа з 


— (Au,v) = (gradu:grady) 
于 是 容易 推出 ，(9,2.13) 对 所 有 的 u,veH 成 立 . 
设 uvyeD(4)， 它 们 可 以 用 Ө 中 国 数 来 通 近 ， 所 以 (9.2.13) 
对 所 有 ue D(A), veo 成 立 ， 通 过 极限 过 渡 ， 则 
(Au,)= a (u,v) u,veE D(A) (9.2.14) 
ERY . hF (92.14) ЖФК, УНЕ. 
9128928 Stokes T JE B 383659. 
#4 ЖАГ ЕЙ, вербал '), НЕХ, #1 
eH 使 得 | 
(Avua) = (УЛ) Ave p(A) 、 
тєн ст (0)", h Stokes 方程 解 的 存在 性 定理 ， mü 
e D(A) 使 得 Ай = f. 我 们 还 要 证 明 让 = u. 
geH， 令 veEDI4)，4y=8 M- O 
(2,0 — ü) = (Av,u) — (Av,ü) = (v,f) — (v, Aü) 
= (0) — (М) =0 ü 
ШЕ ҮЛЕ ЁЁ, #ku=ü,aeDp(A)f= Au. EHE. 
定理 9.2.3 Stokes 算 子 4 的 逆 算 子 4 EH THEAT. 
证 МЄН, M 4u=f 在 DA) 中 存在 唯一 解 а= À 了 
出 解 的 正则 定理 9.1.4 有 
lul, + ЇрЇ шу» < elfi, 
ЖА ”是 HV 的 线性 有 界 算 子 ， 又 V 到 H 的 做 入 是 紧 的 ， 
ЖАА ЖЕЙТ, ШР. 
内 于 4 是 白 共 轿 的 ，4 ” BEAK, ЖА ЖН 
一 H 的 自 共 锋 紧 算 子 ， 由 定理 5.8.7 知 存在 可 数 个 正 数 u, 
>0, Ka <U 和 再 的 正 交 完备 系 {w ), А w Saw, 0 


I 
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—— 1. . amarrar hp -ga 


` 


јал, =n, , ЖАЙ 


Aw, = À w, w,ED(A) (i= 1,2,2.) (9.2.15) 
0<A <h < 和 <1<1 < (9.2.16) 
ітд, = co (9.2.17) 


{<= 


那么 由 正则 性 定理 9.1:4, 可 得 


1+2 


5122929 如果 [是 C “类 , 120, ЖА 


1+2 x. 


w €H (О) 
ta > 0 是 任 一 实数 ，4 АЕТ, 如 果 


Au= У Аим, u= Duw, useD4) ` (9.2.18) 
j=1 j=ı А | 


D(A") = {uc H:u = Duw, уар < ou ЄВ} (9.2.19) 
3-1 21 


线性 空间 D(4") 可 以 装备 自然 内 积 和 范 数 


2 


D(A") = <щи> a 


2a 
<ww>,= ZA uy, Ml 


со wm 


其 中 u= Duw, у= vw, 
j=l Jaa . 
3138 9.2.10 д, = 1,2,… 构成 D(4") 的 完全 正 交 系 . 
证 ”我们 只 要 十 明正 交 性 就 可 以 . 
<1 WA w > УА 54, 6 А, bn =ó, (9220) 
ШЕФ. 
5138 9.2.11 V = D(A i 
grady) YuyeV， u; w = 1.2...) 38 V PEREZA. 


1⁄2 


) <ay>i = (gradu, 
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GO 


šE HE V = p(A'), AX D(4 c V 是 闭 子 空间 . 
故我 们 只 须 证 明 у ер(а') (CEVA), 
H (grady ,gradw )=0 六 /推出 v。=0 即 可 -实际 上 

0 = (gradv ,gradw ) = (v, ‚Аю ) = 4 (уж) 
04,20, Ж (v w ) = 0, X 所 以 v, = 0. 这 就 证 明了 VY 
= D(4'“). 由 引 理 9.2.10 可 知 , 4“w 是 V 的 完全 正 交 系 

为 了 证 明 <u,v> ,,= (gradu,gradvy) YuyeV, 只 须 证 明 


< À w l. ws > |,, = (grada "w ), grad(1 w) 
就 可 以 .实际 上 ， 
1⁄2 -172 -1/2 -1/2 
<А, д, W, > 1/2 Ó, = (AQ. w А, и) 
-1/2 


= (grad(4, w grad(1， ”mw 
证 毕 . О 
设 V,=D(4”)， ЖАУ, cH ПУ, a> 0, 
令 V_。 为 V。 之 对 偶 空 间 (a > 0)， 那 么 
V, SV, а, <а,, ER, (9.2.21) 
并 且 V。 ЖУ, PARKEN 


1/7 


0/2 


У,=0(4), У, =D(A')=V, V = Н, У =У (9.222) 


算 子 4 是 V,,, 一 V,,D(4) 一 H 和 V 一 V ZAW. EV, 
E, la" ul, ~ lul, BB 


c lal, < 4° ul, <c, lul, uev, (9.2.23) 
尤其 是 ，& = 2 时 ， 由 定理 9.1.4 得 
lul, < clAul, ueD(4) (9.2.24) 
—285— 


”定理 9.2.4 Ө<р(4°), Ма> 0, (Y D(A")£EH:h ЕЖ. 


证 а> В, (ДА) 21, j=1,2,…. 所 
以 D(49 = рб”). ЗАЗ, Мрт, H < D(A”) 即 
Э]. фен. (HF divo = 0, Д P(— Ajo = – Ag6H, Ад = 
- Aq,YpeH RX . А-У ФЕН, А”фєН L. 
_ A (w уф) = (А”» „ф) = (w ,A” e) 
由 于 4 veH, 它 的 Fourier 级 数 的 系数 是 平方 可 积 的 
Taw o? = Ую 47) < + оо 
1 j=1 
这 意味 着 , geD(4”)， 故 Hc D(4”)， 同 时 ， 我 们 也 证 明了 
<uu> &](—А)”и|, MueH,peZ", (9.2.25) 
证 毕 ，. 
下 面 讨论 D(4”) 和 H” (Q) 之 间 的 关系 . 
首先 ， 引 入 尺度 不 变量 的 概念 .集合 Q 之 函数 o(Q) 是 尺度 
不 变 的 ， 如 果 对 所 有 由 只 作 刚体 位 移 及 膨胀 x 一 5x 而 得 到 
的 0， 有 eO)=oQ) 记 0 一 [5xxeo 
(Т,)у= f (y Z ë), meas(Q) - | dx,L(Q)= L 
= meas)" LERRO 之 一 维 长 度 ， 范 数目 1 可 以 修正 为 


2(а!— m) 


Iia = E meas(Q) " | 
єт а 


2 
of ах (9.2.26) 


如 此 
meas(Q)” 21/1, 。 是 尺度 不 变 ， (9227) 
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ЈМ ПР, о 类 似 于 工 1"”， 算 子 4 类 似 于 尺度 .另外 
meas(Q2) "A. 尺度 不 变 Yj (9.2.28) 
д А, | 尺度 不 变 (9.2.29) 
如 果 w, 是 4 在 区 域 Q 上 之 正 交 特征 函数 系 ， 那 么 在 Q, m; 
wi(y) = 5" w (у/ б) 
是 对 应 的 正 交欢 数 系 ， 是 4 在 Qs А2 ЕК, AT » 的 
REMF L". p 
L' w = meas(Q) w, 是 尺度 不 变 (9.2.30) 
在 第 S 3.4 中 ， 定 义 了 延 拓 算 子 E : НТО)» H”(R ) 使 
ЕО) =u Vuen", Ym <1. 先 证 如 下 定理 
定理 9.2.5 100 < s 4/2<s,,te(0,1) 使 得 
(O= Ds + ts, = n / 2, = (n Z2-—s)/(s,— s) 
那么 存在 只 依赖 于 wy ,9 ,的 常数 ec > 0 使 得 
Пан SEAS g AN g МЕН (вт) (92.31) 
证 feC”(R") 有 
о) = T е Roag 


= (2л) " | + Оя)" | ` =I +I, 
Т: Шәл Е 


利用 schwartz 不 等 式 , 得 
r< | Diz 


Ж x 
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нна pee 


= Га+к "адм 
Ki< R 

«ера, 
Kic R 


利用 球 坐 标 系 ， 记 w, 为 半径 为 1 之 球面 面积 MU 


R 
| + "а= | (+) "т! 
0 


RI< А 
R -f п 221 n и – 2:1 
-o| 0+7) dr< — 
@ “一 
从 而 得 г< | -—— RT lfl 
п — 28, | 
同 理 ， 
r< [ом f| arp” ari)" Aa 
Ех R Ki>R 
© n— 21, 
< Ја 0, 
1 
取 R= (l, /\Л\, зс" 
则 RI, = Rh, 


于 是 (9.2.31) 成 立 ， 其 中 c= а (008, n) +a- 
ШӘ! WE. 


定理 9.2.6 HARC 类 的 有 界 开 集 . 设 1>n/2,， 
s <n/ 2. 那么 存在 只 依赖 于 QA，s，/ 之 常数 c > 0， 使 得 
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Ia < cl。 EHO) (9.2.32) 
其 中 (=G -3/0-9 | 
证 ЖЕ (站 是 /在 H'(R") 中 的 延 拓 , 于 是 
HESU, <, 11, ERO, <c Il... 
Л SIE 
由 此 , (9.2.32) 就 是 (9.2.31) 的 推论 . | 
至 于 尺度 的 不 变 ， 是 由 于 4/1。。 IA А ÆR 
度 不 变 的 , Ї/Ї „„ 是 尺度 不 变 ,而 1.7。 Ia 尺度 类 似 于 


г97% 79970 21° PRERE. 
定理 9.2.7 设 QcR" 为 C 类 的 有 界 开 集 ， 那 么 存在 一 
个 尺度 不 变量 c, > 0 使 得 stokes ЯТ 4 之 特征 值 满足 
| A >c “А, n=283 (9.2.33) 
证 设 w (х) 是 4 的 特征 函数 ,x，(i= 1.2...) ARR, 


J 
&w= Yaw, Е (9.2.32), Ws=0, 1=2, t=n/4, 


1—n/4 п/4 
чи[о < см а lwl,, 


但 是 ， 利 用 (9.2.24) 可 得 
1 一 mA 4 


ЫРАЗЫ “ 


° 


lawl 
2 / 2 2 / 2 2 2 / 2 2 2 
йө, = Уа Мн = Уда, S4; La, = lms 
- - = | А 
k 


1 
an п/4 2.1/2 
因此 lwl oa Sch, Èa ) 
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rr er 


Т осореро реттей ee те элт э a RA нр не меч —————,——-... - 


ie tit pe 


也 就 是 说 
Од < eX (Kal) 几乎 处 处 成 立 


ЖН (Q) < C"(Q), 所 以 不 等 式 对 所 有 的 x 都 成 立 . 
Xü, 1<Si<Sn, Ew О), 之 等 i 个 分 县 ， 那 么 


1 . 了 
(Ü 2 2 п/2 2 
| aw, CO slwe) < eh, Za) 
Wa, = w. (x)， 得 


, 
@ |2 2 п/2 
1», | < м0) <с,4, 
对 i 求 和 ， 
j 
У |w Go < mc] xe Q 


k=! 


在 QA 上 积分 ， 得 j< сп meas(Q) 和 


—2/n р” 


А, > стеаѕ(О) (9.2.34) 
从 式 (9.2. 28) 和 (9.2.29) ОЛАР ， 可 以 推出 式 (9.2.33) 
的 c 是 尺度 不 变 的 ШР. 
定理 9.2.8 设 Q<R" 是 CU>2) HARIS, 那么 存在 
ERKA 
H"(Q)' H" О)" ПУ < D(4”) m 为 偶数 (9.2.35) 


Н” (О) Пу с D(4”) т (9.2.36) 
0А") еН" (OOV т> 1,т 1 (9.2.37) 
DIA yc H'(Q) mv seR (9.2.38) 


证 HHE (9.2.35), 4 m = 2р, иен” (0)" NHT" ЙУ, 
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(—A)'ueH7”"'2(Q)", рор 1 有 div( 一 A) и = 0 所 以 
(—A)'ueH, P(—A)'u=(—A)'u, <р. 1% w ,是 本 征 函 
Жж, ЖА 
47 ц) = (n Aw )= (u,P(— ANPC Л)... P(— А)» ) 
= (0 A)” 'u,- Aw) 

由 于 {~ A)” ен? (0)" (u? (o), w EH (AQ NHQ", 分 
部 积分 两 次 得 | 

шю) =C- Auw ) 


УА,» D? < l(—A)'ul < Mall? 。 


从 而 
Suu>, ,Slul,, маен” ONR ONV (92.39) 


即 ueD(4”“), ПА да. 

Я m=2p+1, лену (O), div =0， 那 么 (一 A)*u 
ён; (О), к= 01, ‚р, Ж Р(— А) О =(—л)* и, k 
= 0,1,*++*,р. 则 


т/2 1/2 


2, (uw) = (u A” 4 w) =((— A)”u,4 w) 


= (4170 A) uw) 

由 于 (一 A) ueH, (0)", div(— А)”и = 08(— A)'uev, 
14 ((— А)" Ш), = C л)”ш, < [Т 

1⁄2 


| <u,u> 


即 式 (9.2.36) 也 成 立 . 


Па (CAD < al? 


m/2 
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为 了 证 明 式 (9.2.37). # шєр(4"'?), 由 于 m=0, m = 1 
时 ， 有 - 
lul na Scla” ul, SueD(4 (9.2.40) 
用 数 党 归纳 法 ， 设 m' < m — 1, m > 1,(9.2.40) 成 立 .那么 Au = f 
ерд"), Mue p(A"””?), WARR (9.2.40) F m = 2, W| 
Ifl, < l" rl, = ela”? 
另 一 方面 , 由 定理 9.1.4 有 
lul a 11, S cl4" ull, 
即 式 (9.2.40) 对 于 m 也 成 立 , 故 式 (9.2.37) 得 证 . 
Ш о=т+0, 0<0<1, ЖАБЕ 4.2.6 立即 可 得 
A (9.2.38), ЕЊЕ. | | 
对 于 周期 性 边界 条 件 的 Stokes 算 子 , 车 令 
u(x + Le ,) = u(x) YAxER- 


Jehe, eee е 为 及 2 АНАН, Г 为 第 i 个 方向 上 的 周 
期 .那么 4 之 特征 国 数 系 及 特征 值 为 


”“ 


ull 
о 


其 中 K = (k k, k JEZ", К #0, а= 12у. 
对 于 每 个 1 的 重 数 是 


2 


| 
(n= D? (кед, М' = 74 2,74) (9.2.41) 
п 


定理 9.2.9 Stokes 算 子 4 之 特征 值 4 ,满足 
imj "(4, Z 1.) = (n — Do,) 
jea 


=2/п 
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证 iN = (m/2, 所 为 ,由 式 (9.2.4H 知 
N, = (п ~ 0) (kez"S (0), lk АЛА, ) 
设立 方 体 | 
в,=к+(—5.5)7 КАЖ 
任何 一 个 整数 坐标 大， 有 一 个 B,， 体 积 为 1， 但 不 包含 其 它 整数 
坐标 ， 互 ,是 包含 在 一 个 半径 为 下 /2, 大 为 中 心 的 球 内 ， 如 此 
{хх < МАХА, — Мп 72} 


с () B {xls J474, +Vn/2) 
we AZ 


因为 体积 
U В,=М,/(:@—1)+1 


мг 
# о (171 -Уп/2 ) <N,/(n-1)+1 
<в„(/й/ А, +Уп/2)" 
WA <4<2 , N()< j< NQ. ), 那么 
a-a 74, —Уп/2)"ш„—1) 
<j<@— По ЈА АА, + Vn 72)" 1) 
令 Ahh 94, @ 
(п – Dlo, (ЈА, А, — Vn /2)" — 1] 
<j<n— Dle (ЈА, /a +Vn/2) —1] 
所 以 40/24 = а Do) UP oG) iE. 
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S93 定常 的 Navier 一 Stokes) ЛЕ 


设 Осн" 是 一 个 开 集 .如 无 特别 声明 ， 我 们 总 假设 9 是 有 
ЎН), WA T = д0 是 Lipschitz 连续 . 
Navier- Stokes 方程 (不 可 压缩 ) ЖШ (л + 1) SRAME u 
= (aa (流体 速度 ) 和 以 流体 压力 ) 组 成 的 n+ 1 个 方 
Е: 
|а + (и • grad)u — AAu + gradp = f (9.3.1) 


divu = 0 
这 里 (u， gradju 是 惯性 项 ( 运 流 项 )，- Ала 是 粘性 项 , fE E 
网 化 后 , ¿= Re `, Re Æ Reynolds 数 .考察 Dirichlet HRA 
件 
ul. =g (9.3.2) 
当 gx 关 0 时 ， 表 示 有 滑动 边界 条 件 g= 0 时 ， 是 无 滑动 边界 ， 
WERI 
ш, = u (x), divu, =0 (9.3.3) 
对 于 定常 情况 ,， 则 (9.3.1) 变 为 
{ — żAu + (u * grad)u + gradp = f 


(9.3.4) 
divu = 0 
引入 双 线 性 形式 
а (u,v) = А(вгайи,дгайу) = af Vu ` Vos dx (9.3.5) 
а 
Ь(и,9) = -| gdivudx (9.3.6) 
| а 


以 及 三 线性 形式 
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а (u;v,w) = | (u • grad)vwdx = | иу К dx (9.3.7) 
Q n . 


这 里 (u a su") а 的 道 变 分 量 ， 在 直角 坐标 系 下 ，w =u, 
那么 ， 对 无 滑动 边界 条 件 下 ， 定常 Navier — Stokes 方程 
的 原始 变量 变 分 形式 是 
1f 求 (u,p)eX。x M, 使 得 


(0). а uyv) +а, (u; uv) + b(v,p) = < f,v > Vvex, (9.3.8) 
bl(u,qg)=0 qeM 
这 里 X, X,，M 和 Y 是 由 $91 中 所 定义 的 ， 其 中 
O) oa,(…，…) 是 XxX-R 的 对 称 、 连 续 双 线性 形式 ， 并 
Нжх, 强制 的 ， 即 
a (ua)> ¿ul YueX, (9.3.9) 
(2) 6("，…) 是 X,xM~R 的 连续 双 线 性 形式 HN 
Æ BB жт (9.1.12)). 
由 抽象 定理 5.4.6 知 ， 变 分 问题 (О) 等 价 于 变 分 问题 :(P): 
Rue v, 使 得 
la (uv) +a (u; цу) = < у> vev 
1 三 线性 形式 a (u;y,w) 
引 理 9.3.1 HACR ÆC 类 有 界 开 集 ， Э 5 s,s, M 
RO<s SI 0<5, <i- 1, 0<5, < 3EB 
(1) s +s, +5, 21/2, 如 果 s， #п/2,1= 1,2,3 
或 @) s +s, +8, >A/2, 如 果 s, =a/2 Di = 1,2,3 
中 有 一 个 . 那么 存在 一 个 依赖 于 s,，Q 之 常数 <， 它 是 尺度 不 变 
量 ， 和 常数 上 > 0， 使 


(9.3.10) 
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ja (и: vw)|<klul, aivi, йй, a 


Миен" (0)", єн" +O", weH’ (QY (9.3.11) 


lal ha y, 


- (з + + /n—=1⁄2 
|a (u; v,w)| < сшеаз(@) ， nts) 


1-а, а, 1-а, а; 
ПАНАМЫ 


Хен”! t'O), мен" 200)", мен” (Q) (9.3.12) 
HPs =m +a, 0<а <], m 395 ЖЖЖЖ. 

证 ЙАШ У <n/2, i= 12,3,9 =1/2-s,/n,i 
= 1,2,3， 那 么 定义 49,: 


1 1 1 1 
—+—+—+— =l Isg Sstt 
q, 4, 7, 4, 
3 


У 1/4,=3/2- (5, +5, +5,)/и<1. Ш Hoelder АЁ 


i=} 


式 ， 有 


la (uyw) < alo, agradi, „Йй, „ЇЇ, a 


+a +s,)/n-1/2 


< meas(Q) lul, algradv|, атаа (9343) 


5147, Соболев А ЖЗ (ХЕ 3.5.4) А 
lul a < єсїш y<n/2,1/q=1/2—s/n (9.3.14) 


Пай so Se. 11, s>n/2, ll<s—n/2 (9,315) 
利用 上 式 , M | 
|а, (w; v,w)| 


G +s, t:,)/n— t⁄/2 


< cmeas(Q) lul, algradvl, olwh, 0.316) 


这 就 是 (9.3.11), 其 中 k= cmeas(Q) trtni HAAR 
等 式 (SARNE), TL h (9.3.16) 而 得 到 (9.3.12). 
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WREN s > /2， 则 对 应 的 4, 取 为 9,= ©, ЖХ 
于 s,<n/2 应 用 (9.3.14)， 对 s, 应 用 (9.3.15)， 则 同样 可 以 得 到 

(а vw) < Кай, alvi, algradvil, n (9.3.17) 
这 就 得 到 (9.3.11). 再 应 用 插入 不 等 式 h (9.3.17) 就 可 以 得 
到 (9.3.12). | | 

然而 ， 上述 所 得 到 的 不 等 式 常数 ， 不 是 尺度 不 变量 . 为 了 
得 到 尺度 不 变量 ， 我 们 可 以 这 样 来 做 . 

对 于 s, >m /2 情形 ， 为 了 得 到 (9.3.12)， 对 于 9, = o 应 
用 插入 不 等 式 (9.2.32). ШЖ s >n/2, s,<n/2, 5, 
<п/2 ,， 取 1 为 : nA/2=(1 一 人 0 十 1s,, 应 用 (9.2.32)， 和 插 
ARSA, M 


и oa ПАП, luli 。 


< chalia (ul, nl sia) (9.3.18) 
同样 还 有 

lul а < теаѕ(0)”'“" ы! a f 

(т, + ив (9.3.19) 

МТ 


ТИЯ < теаѕ(0) „жуй 


于 是 得 到 


1 一 (1-е, m /n+a (m +1)/n 
lul a = lul a lal < meas) “U 0 


ci 


ls sra (9.3.20) 
由 (9.3.18)，(9.3.20) 可 得 
s /n-1/2 


[ш „л S c meas(Q)”' ul, a ul: 293.21) 


m, +12 


现在 取 9 = %， q; = 1⁄/2—s, Zn, q, =1/2—5,/п. 


一 297 一 


nea me елаз. 


Бии ыз? 
故 
la (wo < 人 af „„йвсайу а Н а, 
< cmeas(Q) f a tz) "= “hl; Á p” жуп 
* lgradv] na wi na 
< стеав(о) tSt рше шүм а 


-vi 

这 就 是 式 (9.3.12). 

如 果 * 中 有 多 于 一 个 > ay 2, 可 以 进行 同样 的 处 理 . 

ШЖ s, 中 有 一 个 > =nZ2, Ms +s. +s, >n72, 可 
>, <л/2 ЖІК з, EARS, +s, +S, > n / 2, {нз 
# n / 2, i= 1.2,3. 于 是 同样 可 以 得 到 式 (9.3.11), (9.3.12), Ж 
由 lul, < стеазе iul, , д 93.11) 和 (9.3.12) 对 于 
БИЕШ... 

出 引 理 9.3.1 立即 可 以 挫 出 a (+;+,+)Ж V, x V 
xV, 上 的 三 线 竹 连续 泛 函 . 尤其 , @& s = 1, s,=0,s,=1, 
则 对 于 = 2 和 3 中 情形 ， 有 


&3 3 
Z na v| paa Win wi? К 


la (изу) < сш alolwl。 YuvweV (9.3.22) 
ЕРИ 

la uv wl < сий a vl ЦИ (9.3.23) 

Ја {uv Wl < єй ol ЙМ, na (9.3.24) 
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нЕ а оер + ү, - ЧИРЕНЕТ ee КРАНИ 


la (wvw) 1< chuli, a lgraduli „өй o (9.3.25) 


2n 


应 用 定理 9.2.6; Ql <n/2<l;; 0<SI SI i=1,2, 1= Č 


2 

-4)/@,—1,), ИЖ 
la (vw) < elal, „їнї Маж д (9.3.26) 
la (u;v,w)| < clul ,ol „ЇЇ „ЇЇ, a (9.3.27) 


la (ov wl < elal a Wi a То giall, кла (9-3-28) 
对 (9.2.32) 可 以 取 如 下 特殊 形式 


chal! ull; ° 


2 n 
і sa <| уз аул "= ЧЕН (0) (9.329) 
chall, tul, f 


сїшї шу 
м... <] 1/2 1/2 
° [clull ull 
应 用 (9,2.24), 那么 有 
la (u;v,w)| < chul! ПАШ viy iwi, 
YueD(4), veH' (Q wEL (Q), п=2 (9.3.31) 


la (u;v,w)| еіЫ а lv, fwh, 


n=3, ucH?Q) (9.3.30) 


MuE D(A), veH (О)”, weL (О), n=3 (9.3.32) 


la (u;v,w)| < сї ым, wll, 


мМцєр(А), veH (Q)',weL (0)", n=3 (9.3.33) 
la (u;v,w)| < сш v| wl; la wl; 
YueL’ (0)”, veH'(Q0)",we (А), n = 2 (9.3.34) 


一 299 一 


TI 1⁄4 3⁄4 
la (u;v,w)| < chull vl wl. Ам, 


NueL (Q), veH'(Q)",we D(A), n=3 


1/2 1⁄2 
la (u;v,w)| < clul ll whl Awi, 


(9.3.35) 


YusL (0), veH ' (0) ,weD(4), n = 3 (9.3.36) 
利用 (9.3.12) 和 (9.2.24)， 取 n=2, з = 1/2, s,= 1⁄2, з 


3 
=0, Дт =m, =m, = 0, а =s, = 1/2, z = 0, WW 
la (u;y,w)| < сш lui iv АУ wh, 
n=2 YueH' 9)" ,reD(A), we L (Q), 
34 n = 3, 取 s =l s,=1/2,s,=0,m =l, m, =m, 


=0, z =0,%,=1/2, zx, = 0, 故 


(9.3.37) 


la базе) < chull Ayi HAvI IWI, 


n=3 YueH' (NM) ,veD(A), weL (Q) (9.3.38) 
引 理 9.3.2 设 wv,weH'(Q)”, n = 2,3, 那么 
а (u;v,w)+ a (u;w,v) = Жы * у)ц ° nds 
-| (w° wdivadx (9.3.39) 
Q 


证 因为 Е 
(u • grad)v ° w + (и * grad)w • у = (u * ргай)(и • v) 
` = div(u(w ° v))— (w ° vy)divu 
利用 Gauss 公 式 就 可 以 得 到 (9.3.39). 证 毕 . 
引 理 9.3.3 设 n=2,3, ueH,vy,weH' (Q) а 
eH'(Q)", divu = 0, v,w 中 有 一 个 属于 H (O, 3-A 
于 H (Q)"， 则 
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а  (u;v,w) + а, (u;w,v) = 0, a (u;v,v) = 0 (9.3.40) 


证 这 是 引 理 9.3.2 的 直接 结果 . 
2 双 线 性 算 子 B(u,v) 


设 P 为 L O)" >H Leray, < 


B(u,v) = P((u • grad)v) (9.3.41) 
它 定义 了 一 个 V x VV 之 双 线 性 连续 算 子 
CB(u.v),w2 = a (u;v,w) Z(u,y)e YV x V,w8 V (9.3.42) 
由 引 理 9.3.1 我 们 可 以 断定 В(-,+)ШЖ У, х V, >Y. 


之 双 线 性 连续 算 子 AEs, s, s, 满足 引 理 9.3.1 中 的 假设 . 

引 理 9.3.4 ШОСЕ" ЖС 类 有 界 开 集 ，s,，s，， s SR 
А 0<5 SI 0<5,</-1, 0<5, Sl, s Ts,+s,2n/2, 
IB (s,,s, s.) Æ (n / 2,0,0) 或 (0,n / 2,0) 或 (0,0,n/ 2， 那么 存在 
常数 c > 0， 它 是 尺度 不 变量 SZu,veC (Q) 成 立 


Пи T> B(u,)| < cmeasO tO ju [цу y, 
РА (9.3.43) 
其 中 sm ta, 0<0, <1, mm 为 整数 ,同样 有 
147” BUVI, 
< emeas(0) А ар „уй, уа 
| YueH’' (0)", ve H” (O (9.3.44) 
证 显然 , p(uv)eH, #4 2° В(и,у)є D(A 72). Uk weH 
是 任意 的 ， 注 意 到 P(4 з) 4 °С», A 
(А 3 BW = (Blv), A ` w) = a (u;v,A ө 
故 应 用 (9.3.1D) 得 
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er tea 


—:, 72 | | 


ul, 1... 


s.a (9.3.45) 


(А B(u,vy),w)| < cmeas(Q)' 


— s, 7⁄2 


ИШЕ 

另 一 方面 , A ?'°жєр(А?” cH? (0)", ШЕВ 92.8, АЖ 
嵌入 总 是 连续 的 Ж 

{я 532 


wl, ас ` (9.3.46) 


将 (9.3.46) 代入 (9.3.45) 后 就 得 到 (9.3.44)， 应 用 插 人 不 等 
A, ， 就 可 以 得 到 (9.3.43). 证 毕 . 
引 理 9.3.5 YAueV， EBT КАЛУУ 使 但 
kuy= A ' B(u,v) veV (9.3.47) 
那么 Кш) 是 V 一 Y 的 紧 算 子 пка) а ур) 的 线性 
“kul, < chul, il,, с> 0, YwEV ue v ` (9.3.48) 


3⁄4 


证 4 k(u)v = л? A "'p(u,v) = B(u,v), 
在 (9.3.44) 中 取 s, = 1, 5, = 0, s,=1/2, 3/22n/2, (n=2 
或 3), 从 而 得 到 (9.3.48). 列 紧 性 是 由 于 (9.2.38),D(A `”) 
=н” (g), m V H` (Q) B VERRA. Ш. 

3 ЖЕАЈТЕТЕНЕ — [a] Rl 

定理 9.3.1 设 n<3, QcR ÆRE Lipschitz 连续 边界 的 
ARNE, мєн (9)"， 则 问题 (О) 至 少 存在 一 个 解 (up) 
ex, xM 

证 利用 定理 5.4.3， RNR ИЕНА = #350 

alu;v,w) = a (v,w) + a (щу,м) 


满足 强制 性 条 件 : vuex, 


—1/4 
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ee 


а(и;у,у) > ТИР YreX, ` . (9.3.49) 
以 及 在 X。 Palit, ) 是 序列 弱 连 续 的 .同时 双 线 性 形 
KAC, ) 满足 BB 条 件 ， 从 而 断定 问题 至 少 存在 一 个 解 ， 
由 于 式 (9.3.9) 和 (9.3.40)， 条 件 (9.3.49) 成 立 . 下面 我 们 米 
证 明 ae(' ;， ,' ) 的 序列 弱 连 续 性 
Hu, СХ, ЩТ wu, оа). HT X <L'(Q) Ж 
列 紧 嵌 入 ， 故 存在 子 序列 OMEA u) ELO PRA му 
eH, # 
a(u ju y) — а(ии,у) 
= а (и ч.9) +а (u, — щи ,v) + а (щи, — u,v) 
= a (u, 一 u,v) + a (u, 一 чи ,v)— а (u;va — u) 
= 1, + 1, + 1, 
I =a (u, —uv)>0, m> + о 是 由 于 上 EX, PARA. 
XJI EMR (9.3.11)， 取 "| =0, s,=0, s, = 2. 对 1, 
取 * =1,s, = 1 3, =0， 则 可 以 得 到 
I + T.I < (lu vi + ul, У, аа, 
注意 ，u EX, ИЙ, 所 以 lu 1, 有 界 ， 从 而 lm， 
+1)=0 当 mw 时 . 即 _ 


lim a(u su у) = а(щи,у) V veH 


由 于 H 在 V BDE, ЯШ БАНЕ ve v 也 成 立 . 从 而 证 明 
Габ.) УФ ЭХ. ШЕҢ. 
定理 9.3.2 ” 设 定理 9.3.1 的 假设 成 立 . 如 果 
la l Ify <1 (9.3.50) 
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那么 问题 (2) 只 有 唯一 解 . 
证 ”利用 定理 5,4.5， 只 须 验 证 a(，;*,，) 满 足 局 
部 Lipschitz 连续 就 可 以 . 实际 上 ， 由 式 (9.3.22) 得 
la(w ;u,vy) — a(w,;u,vy)| = la (w, — 9, 30,9) 
< elul vll iw, — =, 
于 是 定理 得 证 . 
4 解 的 估计 
我 们 对 问题 (P) 的 解 ,估计 不 同 范 数 下 的 界 
如 果 feV ， 则 对 (9.3.8) 中 令 v = u 利 用 式 (9.3.40) 得 
Дш = <fa > < lfl. lal, 


从 而 得 ш, 4 人， (9.3.51) 
定理 9.3.3 设 feH. 那 么 问题 (P) 的 解 ue D(A). 并 且 
ш, <А A Url, (9.3.52) 
Ja tl. SATA U fl +c ЧАЧ, (9.3.53) 
Аш, «Ае, + 1 Q la T 
+14 U MA E, (9.3.54) 
证 首先 证 明 , feH 时 ,问题 (P) 的 解 we D(4). 
由 引 理 9.3.5 推 出 , 由 于 ueV， 所 以 k(wue D(A EA 
14° kul, < сш] (9.3.55) 
利用 问题 (P) 的 等 价 形式 
iAut+ B(u,u) = f (9.3.56) 
да+ k(u)u= À '{ (9.3.57) 
可 知 AV tam 21 А-А kuu) (9.3.58) 


所 以 , 联合 式 (9.3.58) 和 (9.3.55) 得 
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la ul. < 4 (la U + cla?) (9.3.59) 
由 式 (9.2.38) 和 (9.3.59) 得 
lul, < clA ul, < ea А1, + lol) — (9.3.60) 


在 式 (9.3.43) 中 取 s, = 0, s, = 1, s,= 1⁄2 (п = 2,3), 成 立 


3/2n—1/2 


上 (ou < стеаѕ(0) lul Ки, ,, 


- 1⁄4 


和 ci (la U rl. + шш, (9.3.61) 
这 就 说 明 ， 因 为 ueV 县 满足 式 (9.3.51)， 所 以 B(u,u)eH 且 有 估 
计 式 @.3.61). 从 而 , 式 (9.3.56) 给 出 
дый, «д, +1В(шЇ,) | 
«АО, + сд ш, Ош + Iá U ND 093.62) 
这 就 说 明 , 问题 (P) 的 解 weE D(A4). 
对 式 (9.3.57) 两 边 和 4u 做 内 积 
A(u,Au) + (kuu, Au) = (4 f, Au) (9.3.63) 
广 意 到 4 的 对 称 性 ， | 
(u,Au) = lul? 
(биа, 40) = (4 `" B(u,u),Au) = (Bluu), 4а) = a (щш) = 0 


атл) (ад 


因而 由 式 (9.3.63) 推 出 


-1/2 


fil 


о 


u) < ц, 14 


1/2 


Аы, < ja ` E, 
这 就 是 式 (9.3.52). 将 式 (9.3.52) 代入 式 (9.3.59) 就 得 到 式 (9.3.53). 
将 式 (9.3.52) 代 人 式 (9.3.62) 就 得 到 式 (9.3.54). 证 毕 . 
5 滑动 边界 条 件 
设 非 齐 次 的 Dirichlet 条 件 
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ul, = geH (D fpg nds=0 (9.3.64) 


为 了 研究 在 式 (9.3.64) 边界 条 件 下 ，N-- S 方程 的 适 定性 问题 ， 
我 们 需要 Hopf 技巧 . 


引 理 9.3.6 n <j, осв AARTE, гав 
为 Lipschitz 连续 , меН"), V", frg* nds =0, 那么 Ys>0 
存在 一 个 函数 = (eX 使 得 


divu, =0, а, | =g | (9.3.65) 
la Gu nls elvi} veV (9.3.66) 
la (wa | Sr vex, (9.3.67) 


为 了 证 明 这 个 引 理 ， 我 们 需要 下 列 两 个 引 理 
引 理 9.3.7” 设 Q 满足 引 理 9.3.6 的 假设 ,ys > 0， 存 在 一 
个 函数 9,eC (О) 使 得 
0 =1 在 工 的 邻 域内 (9.3.68) 
0 =0 d(x,T) > 28(e), б(в) =exp(—1/8) (9.3.69) 
|29,0) / дх, | < є / d(x,T), d(x,T) < 26(8), 1 < i < n (9.3.70) 


共 中 d(x, 了 为 x 到 TT 的 距离 . 
证 u0, 定义 
1 Ogngé6(e) 
Ф,(Ш) = | glog(6(e) / p) 5°(e) < и < б) 
0 и > 6(e) 


显然 , o eH (R. ) + 
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х,(х) = e ,(q(x,T)) xen 
由 于 是 Lipschitz 连 续 , ден" (0), H 
|24(х,Г)/ ôx, | < 1 
Amz, eH" (QWE 
|дх,(%)/ дх, | Se/ 4х,Г) 3 d(x,T)< (0) 
x.(x) 正则 化 后 ， 便 得 到 0.(x)， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 证 此 . 
引 理 9.3.8 ”存在 常数 c = c(Q) > 0 使 得 
Пола ГУ а S се Seen; (9) (9.3.71) 
证 “利用 单位 分 解 和 边界 展 平 技巧 ， 我 们 只 须 证 明 上 半空 
问 情 形 就 够 了 R' = fx = (xx x, >0Hd(xT)=x. 因 而 ， 
为 了 证 明 (9.3.71)， 只 须 验 证 Е 
[песи хах єс | орлох, | dx Моесе(в") 


然而 ,这 个 不 等 式 是 下 列 Hardy 不 等 式 的 结果 
Гоол ооа месе в) 037 
这 个 不 等 式 容易 证 明 ， 实 际 上 
9( = р o (s)ds 


: : 
令 цд=е,т=е 


[еол D d= а o (dr) dt 
= J K, Ki o (e je dz) ds 
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— wm 


— -——Є©——--—-—- енто а 
Ti 一 


-| {| H(s — pe 79? (e° Je dt) аз 
这 里 万 为 经 典 的 Heaviside 函 数 .利用 着 积 公 式 
If* gl, < Ifl, Well, 
得 
| ела He ay] ee 
=4| ф (z) drt 
这 就 证 明了 式 (9.3.72)， | 
引 理 9.3.6 的 证 明 . 由 于 geH' (Г) 和 | g+ nds = 0. 故 存 
r 
在 weH (Q)" 使 得 divw, = 0, w. | = z. ТОГЕ, ， 存 
在 ,eH (О) m 一 2) 或 ,eH (0) (n = 3) 使 得 
人 у, п = 2 


curl № д = 3 
为 简单 起 见 ， 我 们 只 考察 n = УА > 0 作 
u, curl(0 ау) 


其 中 0 由 式 (9.3.68) - (9.3.70) 所 定义 . Ша єн (Q) ， 并 且 


diu; = 0, u А = р 
wdx, T) < 26(и), Ш517#9.3.718 
6(0 № -i дё „ 
: = < д14(х,Г) l| (x) + Fm (x) 
1 i 


所 以 
lu sg cie а(х,ГУ (хуй + ID (уй 
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XE- MER” 中 的 Euclid 范 数 ， 而 
IDy бї = (Elov, /ex |) 
u.: . а ` 


设 vev, 由 于 H (OSC ( 品 的 嵌入 是 连 线 的 ,得 
По шоа < falo, / 4С DI a 


i oj of 
+d фу ру dx)" 
4(х,Г) < 2д(ы) 
利用 习 理 9.3.8 得 
lv, / dOTY, < су, 
Jok, H (O) 到 L (Oo) 的 嵌入 是 连续 的 ， 由 Hoelder 不 等 式 
C | mape mao <e mwne | py pao” 


dix T) < 26(u) | dix D} < 24a) 
y 3 1⁄3 
设 om=( | IDy A d) 
dx T) 25) 
得 lvu gl, < сүи + oo 


因而 {а (v;v,u D= 


y f o, ри 27 4х 


ыз1 


<ср+ a 
c> 0， 册 于 lim g(x) = 0， 我 们 可 以 选取 ue) 充分 小 ER 


c(u + @(u)) < = 
EZ u (=u 就 是 所 要 求 函数 . 于 是 式 (9.3.67) 得 证 AM 
式 (9.3.40) 就 得 到 -Y ve V 成 立 式 (9.3.66). 证 毕 . 
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设 u 是 引 理 93.6 中 所 定义 的 . 令 u=w+u,， 则 w 满足 
一 4Aw 十 (w * grad)w + gradp + (u, * grad)w 
+ (w ° grad)u, = f— (usgrad)u, (9.3.73) 

div w = 0 
wl = 0 

对 应 的 变 分 问题 是 

求 (w,PsX х M 使 得 

a (Ww ta (w жу) + В(ру) ta (из w v) 

+a (w u,,v)= <F,v> VEX, 

b(gqu)=0 Уем 

与 问题 (QO“ ) 相 对 应 是 问题 (P ` ) 

求 weV 使 得 
(P')ia (WY) + а us му) +a (wu,,v)+ a (ww) 
= <Fv> YueV 
Др <Еу> = <f,v> — a (u u ,v) 
定理 9.34 Ü n<j3, Q< R 为 有 Lipschitz 连续 边界 的 有 

界 开 集 Амен (Q, ge (T), f .nds = 0. 20 

么 Navier - Stokes F (9.3.1), (9.3.2) 至 少 存在 一 个 弱 解 (u,p) 

eH'(Q)" x M. 

证 ”实际 上 ， 我 们 只 须 证 明 问题 P’) 有 一 个 解 wsV 就 可 

以 . 先 考 察 双 线性 形式 

d(w,v)= a (wv) +a @ iwy) + a (wuy) 


那么 d(w,Y?) 古 VY x Y 一 了 之 连续 双 线性 形式 


jd(w,v)] < Жу ivi, + (сја, 1, Jwh livi, 


(Q `) 
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这 里 用 到 式 (9.3.22).d(wyx) 也 是 V 强制 ,实际 上 ， 利 用 引 
9.3.6, LE Ау L ` a 


= . Ес ЕА 


d(w,w) = Амр +a, (и, :ww)+a (ww Ww) 
дө, +a (wu,w) 


`> Aw ew = Q — alwi? = а} ЕВ" 

只 要 2 充分 小 ， 则 x 0. 

另 一 方面 ， 三 线性 形式 a (i; JE V x V x VR 连续 
的 三 线性 形式 ， 而 且 满 足 序列 弱 连 续 性 .同时 ，< F,v> 关于 ， 
是 V 上 连续 线性 泛 函 .对 问题 (P `) 满足 定理 5.4.4 的 条 件 . 所 
ШР) 至 少 存在 一 个 解 . 证 毕 ， 

为 了 证 明 唯 一 性 ， 我 们 置 
a ‚©; u. w) 


E(u „= = sup- 


peV vi 


Fy f < fv > — а (а; чу) 
Чи ly = sup tE? = sup 


vo М, ve м, 

д = іп (и ) + (Па ll Ма ЭЙ)" 

u еН (0)", u 满足 式 (9.3.65)} 

对 任何 4> 0, 根据 引 理 9.36 和 映照 ga 的 连续 性 _ Эк 
当 小 时 ， 可 以 做 到 7- > 0， 证 毕 

定理 9.3.5 ” 设 定理 9.3.4 条 件 成 立 ,那么 ， 如 果 ra 如 此 之 
小 使 得 4 一 4, > 0， 则 问题 (Р) 的 解 是 唯一 的 . 

证 作 三 线性 形式 


а(ж;и,у) = a (uy) +a (u ;u,Y)+ а (ии v) 
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+ a (wuy) = d(u,v) + а, (w;u,v) 
Hla(w;v,v) 2 (4 — E(u УЛУ. 可 以 选取 л Eu) 2 a > 0. 
另 一 方面 ， 由 于 a,(，;，,，) 是 序列 弱 连续 的 ， 所 以 4 也 是 序 
FIRER AC e, +) 也 满足 局 部 Lipschitz 连续 ， 实 际 上 ， 
law u,v) — a(w,;u,v)| = la (Ww, — wuy) 
< clulilvl Iw, м, 
由 定理 5.4.5， 为 了 使 得 问题 (P“') 存在 唯一 解 ， 只 须 使 得 
la | + (м ЭЙ, 
(~ Еи, 
即 ¿> E(u) + (la | ° Шм, ly) 
如 果 fg 使 得 4 一 4，> 0， 那 么 对 于 这 样 的 Lg Ж uj, R (9.3.74) 
得 到 满足 ， 因 而 问题 (P `) 有 唯一 解 .证 毕 . 
由 以 上 讨论 和 定理 5.4.5 同 样 可 以 得 到 解 的 估计 
Ш, <, +(4— Аа) Ga ly 9.3.75) 


(9.3.74) 


594 多 解 和 分 歧 


Navier - Stokes 方程 是 一 个 非 线 性 方程 . 非 线性 效应 的 最 基 
本 表现 是 解 的 不 唯一 .对 于 线性 问题 ， 众 所 周知 ж 
据 Fredholm 理论 ЖАНЕ, ， 要 么 有 无 穷 多 个 解 ， 而 非 
线性 方程 解 的 结构 则 要 复杂 得 多 . 

下 面 举 一 个 N~S 方程， 具有 两 个 以 上 定常 解 的 例子 . 

设 О 为 一 个 光滑 的 不 包含 任何 旋转 轴 的 点 的 旋转 面 . 采用 
极 坐 标 (r,0,z), ЖР z 轴 为 旋转 轴 . 设 体积 力 形式 为 f 
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pe eee pae ea -~ 


=(0,f (r),0) 使 得 N-S 方 程 允 许 有 一 个 定常 解 w(r) 
= (0,си, (т),0), -0 <s < +o, 那么 我 们 求 一 个 困 对 称 
解 w(r,z)， 使 得 uCr)+ w(r,z) 也 是 N -8 方程 的 解 , 不 难 验 
证 w(r,z) 满足 

Aw = Re((w * grad)w 

+ (u(r) • grad)w + (w ° grad)u(r)) + grad p 

div w = 0 
W D 50 Z23BE T z 轴 横 截 部 分 .那么 考虑 旋转 对 称 性 XX 
性 形式 


Í дж до, ôw, до, 1 
Wy 二 | 一 一 十 一 一 一 一 十 一 (wv +w р 
z,( ') 5 ёғ д: дт т o 9 r ) 
D 
e д>, 2% до, p дь, 
ar ôr az ôr Or ôr 
ôw, до, 
+ — 6 }rdrdz 
öz êz 
Ow Ow 1 
divw = —— +—— + -w 
д д2 +; r 
ow, 1 ôw, 
а беж) = |0,9, w wn, Ew, 
D 
д», 1 Ow 
+ w о +W W р +w °% 
r ör 8 r 0 r 8 z БУА @ 


Ow 


w 
+w р +w р }rdrdz 
r r z z д2 z 


а (u(r);w,v) = fp- La wt +1, w Dirdrdz 
r ә r r о r 


D 


站 "r rJ 
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1 | 
a. (w;u(r),v).= [еи v +w u v rdrdz 
r or ғо Ü 
р | 


а (u(r);w;v) + a (м;и(г),у) 


2 , 
= fj- 2u w u + (Lu +u )w w trdrd:z 
r о r r ° g r 
引入 V 之 等 价 内 积 和 范 数 
ГЕ до, ди, до, ди, до, ди „ 00, 


(у= 12; 2, T 2z 2z T Or or Í 2z д: 


о} ааг 


lul} = (и), 
引入 线性 算 子 L 和 非 线 性 算 子 T 


1 А 
(Ежу) -figu +u )w U ЕКА 


дж 
(Ту ,У), -jw = р, -5w od „tW a”, 


Ow 1 Ow 
f y +-w wv +w 2 y 
r êr 0 r 0 + 8 z Cz 0 


д», Ow 
+w ———р + w 


ôr 7 z д2 
Жи =", B< 一 1, 那么 divu(r) = 0, $ 


+ w 


Drdraz 


1 , 一 
а= и, +u, = (+ Юг" ' 
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和 如果 В ow =a, ВВ 一 3. ZA L ЖУ th Ë 3636208 89 
线性 算 子 ， 因 而 有 可 数 个 孤立 的 特征 值 
О<д «<и, Su — + 
5152941 设 人 如 上 所 述 ， 那 么 存在 体积 力 密度 f 和 边界 
条 件 g， 使 得 对 应 的 Navier- Stokes 方程 的 旋转 对 称 定常 流 不 是 
唯一 的 . 
Ш бф DIEF u, 之 特征 向 量 $ 


u, =+ o). u, =;(@—Ф) 


2685 (0, ,0), B< – 1, u= a / 2, IA divu, = divu, 
u, la = ч, | 并 且 在 Q 内 ， 
q- д, Га, + и, T(u,) = (7— 4, Du, + и, Tlu) 
因此 ,如 果 选 取 f 
(fv), =| fvrdrdz 


使 得 f= (一 AD +. иТ(и,) = (Z — nL)u, + uT), Nju, u, 
都 是 相应 的 旋转 对 称 定常 流 ,证 毕 , 

为 了 研究 解 不 唯一 情形 ， 我 们 先 把 非 线 性 方程 粗略 地 加 以 
分 类 ; 设 N(u)= /是 从 Banach 空间 X 到 Banach 空间 Y 的 映 

定义 9.4.1 如 果 一 个 线性 连续 算 子 L:X 一 Y,， 满足 

(1) dim(ker(L)) < о; 

(2) Range(L)Æ MIR; 

(3) Rangel L) 的 余 维 数 dim(coker(L)) = dim(YN Range(L)) 
<æ, WAK L H Fredholm 算 子 .而 整数 Index(L) 
=dim(ker(Ly—-dim(cokcer(L))*R Ж L 的 Fredholm 指标 ， 有 时 简 
记 为 Ind(L). 

当 L=L +L, L, XY RT, m L, # X 3j Y 
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HAAR, IWA L 是 一 个 指标 为 零 的 Fredholm Т, Ж 
其 工 = 7T+ 工 rh L. 是 一 个 XY HERAT, W| L 是 一 个 典 
型 的 Fredholm ЯҒ. I 

“ 设 $ сх 是 一 个 连通 集 ，N 是 SY 的 非 线性 算 子 如 
ENEC RH, LESTA ues E 它 的 导 算 子 N (id 是 一 
ХҮ H Fredholm AT, 么 称 六 为 一 个 非 线性 
的 Fredholm 算 子 ， ` 

由 Fredholm 算 子 的 性 质 可 知 , N (u) 之 指标 不 依赖 于 u. A 
此 我 们 定义 ind(N) = Ind(V (и)). 

定义 9.4.2 ueX 称 为 是 N 的 一 个 正则 点 ， 如 果 N ü) 是 XX 
一 Y 的 同 构 ;否则 称 u 为 N 之 奇异 点 ; N 之 奇异 点 集 上 N 2@ 
ERA N 之 奇异 值 集合 ; Hü Y dh N 之 奇异 值 集合 之 补 集 称 
为 Y 之 正则 值 集合 . 

定义 94.3 设 天 是 Y 中 任 一 紧 集 ， Л Кв 
£ N (KEX 中 也 是 紧 的 ， 则 称 非 线 性 算 子 N 为 真 算 子 . 

今后 我 们 需要 下 列 Sard 定 理 (属于 S.Smale) 

定理 9.4.1 设 X 和 YY 是 两 个 实 的 Banach 空间 .S < X Ж 
一 个 连通 集 ， 如 果 WN:S Y 是 一 个 C“ 类 的 真 的 Fredholm ih 
R, k >max(Index(N),0), 2 入 之 正则 值 集合 是 YY 中 一 个 称 
密 开 集 . 

于 是 从 Sard 定理 立即 可 以 推出 

EH 9.4.2 设 X 和 YY 是 两 个 实 的 Banact 空间 . 5 < X 为 
一 个 连通 集 ，N:S 一 Y 是 一 个 C” 类 真 的 Fredholm 映照 ,大 
> 1， 且 Index(N) =0. 那么 存在 一 个 在 Y 中 稠密 之 开 集 
S. Y/eS,, N (/) 是 一 个 有 限 集合 ; 如 果 Index(N) = q, k 


> 49， 那么 存在 Y 中 之 稠密 集 S,，Y/eS,, NU 是 空 的 ,或 
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者 是 sS rh—4 С KRE, E dim(N (/))=4. оа 

证 取 $S,= 六 之 正则 值 集合 ， 由 Sard 定理 知 S, 在 Y 中 
Ф, М/е5, BENERAN, KNU ERG, п 
Ж Index(N) = 0， 那 么 -WeS ， ием (у), BF 

dimker(N (и)) = dimcoker(N (и)) = 0 

所 以 N (u) 是 一 对 一 和 到 上 的 映照 ， 因 而 是 X 一 Y 的 同 构 ， 由 
BEREM, и 是 N(v) = 三 的 绝 立 解 . 由 于 N O 是 紧 的 和 由 
孤立 点 组 成 的 ， 所 以 W (〈 门 是 有 限 的 离散 点 集合 . 

如 果 Index(N) = 4 < k, SES, 和 每 个 weN (0), N (u) 


是 到 上 的 ， 所 以 dimker(N (и) = g， 这 就 推出 N S 是 一 个 g 
维 流 型 . 证 毕 . 


定义 9.44 Ж 
N(u) = iu+k(Wu= Ди +A B(u,u) (9.4.1) 
为 抽象 的 N - SIL +. 
显然 ， 它 的 一 阶 导 算 子 是 
N (u)w = Аж + k(w)u + k(u)w (9.4.2) 
带 有 齐 次 的 Dirichlet 边 值 条 件 的 N — S 7 АЈ E 
NfeV jRucVIR8N(u) = A `f (9.4.3) 
而 相应 的 强 解 问题 是 
XeH 求 ueD(4) 使 得 NOD= АЧ (9.4.4) 
引 理 9.4.2 8,，") 是 Vi ХУ, НЕА, Ш 
是 D(A) х D(A)>H HI RIRH . 


证 在 (9.3.44) 中 取 s, = 0, s, =3/2, s,=1/2, 便 有 
Ї B(u,v)l|. < elul, ,, 1м! YueV,,,, vEV,,, (9.4.5) 


3⁄2 3⁄2 372? 3⁄2 


从 而 可 知 BC, e) 是 V,,, ХУ, ,, H 的 双 线 性 连续 映照 . 如果 
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在 (9.344) Pit 5, = 0, s =2, s, = 1, {ЁН 
180), < cllul, Ivi, <elAul lavt, (9.4.6) 


设 Sc D(4) 为 有 界 集 ， 因 而 S EV, =D) 中 是 列 
紧 的 ， 由 (9.4.3) 可 知 B(S,S) 在 H ЧОД .证 毕 . 
引 理 9.4.3 KK(。，)。 是 D(4) x D(A) >D RRR. 
Xue р(А), Klu) ' 是 D(4) 一 D(4) 的 线性 连续 紧 映 照 . 
Ave D(A), k( ° )r 是 D(4) 一 D(4) 线 性 连续 紧 上 映照. 
证 ”由 引 理 9.4.2 及 4” 是 H 一 D(4) 的 连续 映照 立即 可 
得 本 引 理 结论 天 (。，)， 是 D(4) x D(A)— D(A) ЕНЕ. ха 
ep(A), Ku)’ Æ D(4) 一 D(4) 的 紧 映 照 , ve D(A), K( ° )v 
是 DC4) 一 D(4) 的 紧 映 照 ШЕН. 
由 引 理 9.3.$5， 引 理 9.4.2 和 9.4.3， 立 即 可 得 
N(，) 是 V 一 V 连 续 映照 
N(。) 是 D(4) 一 D(4) 连 续 映 照 
VueV, N (u) EV 一 V 连 续 线性 映照 
ue D(A), N (ш) (а) + рл) ИН 
进而 , 我 们 有 | 
定理 9.4.3 N 一 S 算 子 N 是 V 一 V 的 真 的 指标 为 零 的 
Fredholm 算 子 ， 也 是 D(4) 一 D(4) 的 真 的 指标 为 零 的 
Fredholm 算 子 . . 
证 ”由 引 理 9.4.3 Yy цє p(A), M| K(w) + + K( ` )u 
是 D(4) 一 DD(4) 的 紧 映 照 ， 所 以 入 (u) 是 指标 为 零 的 Fredholm 
ат 为 了 证 明 N R D(4) 一 D(4) 的 真 映照 ， 令 ScD(4) 的 
紧 子 集 . 由 引 理 9.4.3 知 ,，K(N”(S)(N SÆ DA) 中 的 紧 子 
集 ， 因 而 N '(S)c4 (S-—k(N '(S)(N '(S)# D(4) 中 的 
紧 集 . : 
由 引 理 9.3.5, ue V, K(u) ` + K( ° )u ЖУУЙ KIA 
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照 ， 所 以 N (u) 是 V 一 V 指标 为 零 的 Fredholm 算 子 RIE 
须 证 明 ，N 是 V— V 的 真 映照 ， 为 此 令 ScV 中 的 紧 子 集 Pr 
以 也 是 有 界 集 . 由 引 理 9.3.5 知 K(N  (S))(W (5) 也 是 V 中 的 
RTR, WA N '(S)c 4 '(S— KIN (SN (5) £ v 中 
的 紧 子 集 .证 毕 _ | 

定理 9.4.4 ШОСЕ" (n=2,3) 为 有 界 集 ， 边 界 T 
是 Lipschitz 连续 ， 那 么 2-Y 4> 40， 存在 一 个 稠密 开 集 w, = H ië 
得 -Vfewm,，Nu 一 了 的 解 集 是 有 限 的 ， 并 且 在 数 日 二 是 奇数 

另外 ， 在 每 个 ,连通 子 集 上 ， 解 的 数目 是 一 个 常数 ， 每 
个 解 都 是 {的 C В. 

证 Во, c VÆ N (ш = ди + kou 之 正则 值 集合 ， 由 定 
理 9.4.2 和 9.4.3, о, 是 V 中 的 稠密 子 集 JER-Vgeo,, Nu 
=g HREAN (р) < V 是 有 限 的 离散 点 . 

йо со, 是 一 个 连通 子 集 ， 设 1，f Eo, а, 
eN (f), te[0.1]—f()eo , (о) =f,, К) = #,. HARRE 
理 ， 存 在 唯一 的 连续 曲线 1 一 u(i) 使 得 

N) = 200) 00) =u, 

ШЕ) М 的 正则 值 vrelo, u() 对 每 个 :都 有 意义 . 因 
而 a(DeN (f). 如 此 ,5 一 MD 能 够 从 任 一 点 eN (f ) 出 发 
而 构造 出 来 .两 条 不 向 的 曲线 不 能 到 达 同 一 点 u, eN ”(f )， 也 
不 能 相交 ， 因 为 车 不 然 ， 则 与 隐 函 数 定理 不 相 容 AMN 
(f,) рту (f。) 具有 一 样 多 的 点 . BARE, N O) 
入 ”(f) 有 一 样 多 的 点 . 

显然 , 每 个 解 u， = u, (вс (вео). 
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现在 ， 我 们 来 证 明 ，N”(g) 包含 奇数 个 点 ， 这 需要 
Я Leray — Schauder EMR”. 

NA > 0, gsw,,，N 一 S 方 程 Т (о) = да+ 4 ”Bu = g, 
即 T (u) = ¿u + К(ши = g (9.4.7) 
ХШ u, gsEV， 设 于 ЖТ, (u,)=ug Й, 0< ps1. 由 (9.3.54) 
有 估计 式 [Ап |, < R. B. 是 D(4) 中 半径 为 R， 球 心 在 原点 
的 球 ， 所 以 Leray – Schauder 度 d(T,,ug,B ,) HEL, “ug 
是 T, 的 正则 值 时 u 也 是 М 的 正则 值 Т, (пе) 是 有 限 
的 .T (ug) = {изин}, ЖН 


к 
d(T ,.ug,B ,) = У Тадех(и,) 
1-1 


由 唯一 性 定理 AEn’ e[0,1]， 使 得 ~Ypel0,x ] N (ag) Я 
有 唯一 解 虽 ,而 N u) 是 同 构 的 ,因而 对 这 些 值 ， АСТ, Hg, 
B,)= 土 !， 由 度 的 同 伦 不 变性 ,KK 必须 是 奇数 ， 证 毕 . 
C.Foias,R.Temam ЇТ, о, 是 无 界 的 ， 对 非 齐 次 边 值 问 
题 中 =g 结 论 也 同样 成 立 . 
504) = D(4) 为 N — S 方 程 的 解 集 , it 
SO= U sS(f,2) | (9.4.8) 


2>0 


定理 9.4.5 ” 设 定理 9.4.4 成 立 ， 则 存在 一 个 G, 一 AER o 
< H， 使 得 -YYfeo， 由 (9.4.8) 所 定义 的 解 集 SO 是 一 个 维 数 为 ! 
的 C” 流 形 . 

证 取 X=VxR, Y=V,S=w =Vx(/ moo)cY 
x R, m 为 整数 іа М(и,4) = да + Kluju. 显然 ,入 是 w 一 V 
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оС” В, Н. 

N (и) (уд) = àv + K(u)v + K(v)u + pu 
V(u)eo, , N (是 下 列 两 个 算 子 之 和 

(VD (VA Klu) + Kyu + ра. 
第 二 个 是 紧 算 子 ， 第 一 个 算 子 是 一 对 一 的 ， 且 它 的 核 空 间 维 数 
等 1. 因 此 N (ад) 是 指标 为 1 的 Fredholm AF, N 是 指标 为 
的 非 线性 Fredholm 算 子 . 

同样 可 以 证 明 , N 也 是 V x a, „OZA, > 0,4, =1/т) Е 

БАЯТ. ， 因 此 由 定理 942 可 知 存在 一 个 稠密 开 集 o cH, 


Wew, N, (D 是 一 个 一 维 流 形 ИМ 是 N 在 w， 上 的 限 
Wl. o= o, CEV PG — Ж, BAI 


>l 


eo, 500 = М (0 是 一 个 一 维 流 形 .证 毕 . 


m>1 m 
显然 SID 是 无 限 的 ， 包 含 无 限 个 分 支 hF SO 是 一 维 
流 形 ， 它 只 可 能 是 由 不 相同 的 曲线 组 成 的 . 
分 歧 问 题 的 一 个 典型 例子 ， 是 二 次 流 问题 . 设 体积 力 密度 
= of 线性 地 依赖 于 参数 s， 那 么 定常 的 N 一 S 方程 Dirichlet 边 
值 问题 的 解 可 以 表示 为 we) = cu (0), p= р(о). 我 们 力图 求 一 个 
男 外 的 解 
u= w + uls), p= ср + plo) YoeR (9.4.9) 
令 K = 二 oo/4， 则 (Ww,p) 满 足 
Aw = u((wgrad)w + (u, grad)w + (wgrad)u ) + gradp (9.4.10) 
divw =0 | (9.4.11) 
wl, =0 (9.4.12) 
如 果 式 (9.4.10) — (9.4.12) 存在 非 平 凡 解 ， 那 么 式 (9.4.9) 称 为 
从 (и(с), р(о)) 分 又 出 来 的 二 次 流 ， 
对 应 于 (9.4.10) — (9.4.12) 的 变 分 形式 是 
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(gradw,gradv) + и(а (w; wv) а (us wy) (9.4.13) 


求 weV 使 得 
| +а (w п у))=0 YvesV 


它 的 算 子 形式 
求 wsV, 使 得 | 
w + a(K(w)w + K(w)u, + 天 )w) = 0 (9.4.14) 
令 ol(w.4) = w + uK(w)w + KG )w + иК(ж)а, (9.4.15) 


为 了 研究 式 (9.4.14) 的 非 平凡 解 问题 ， 我 们 需要 下 列 定理 :: 

定理 9.4.6 WRT fu) = (I— ¿L)u+ TU, AE 

(1) 工 是 一 个 线性 有 界 算 子 

(2) (一 1 了) 是 指标 为 零 的 Fredholm 算 子 

(3) dim ker(7 — 2 Г) 

(4) ker(1— А,1)Г\Капве(Т— 2,1) = 0 

‚ (5) T(u,4) Ж C' ЖЕНЕ, T(0,2) = Т (0,4) = 0. 

那么 (0,4 ERRA = 0 的 分 又 点 . 

所 谓 (и ,4,) 是 方程 Xu.) = 0 的 分 又 点 АЙЕ 

@) (ш, „1, ) 是 在 一 个 通过 (1 ) 的 解 曲 线 (n (9л, (2) E; 

(2) Xx R 中 任意 一 个 (u,,4,) BRA, 有 一 个 不 同 
F u,e), (0) 8 Ди) = 0 RR. 

在 (u_,4,) 是 分 叉 点 的 情况 ， 方 程 Ku.) =0 的 解 通常 由 通 
过 (uw ,4 ) 不 同 的 解 曲 线 组 成 的 ， 这 些 解 曲 线 称 为 解 分 支 . 

我 们 已 知道 гъ A(K(u,)， + КО u ERRAT 
的 Fredholm ЖТ: .T(u,4) = AK(a)a， 从 而 700,8) = 0, Т (д) 


=uK(w) * + uK( ум, Т, (0,0) = 0， 所 以 如 果 存 在 p, 满足 定 
理 9.4.6 中 的 (3) 和 (4)， 则 (O, ) 就 是 p(w;p) = 0 的 交叉 点 . 


因此 ， 为 了 证 明 N-S 方程 有 一 个 从 (ula), plo) 分 离 出 来 
的 二 次 流 ， 只 要 找 方程 (9.4.15) 的 分 叉 点 就 可 以 ， 从 而 我 们 必 


须 确定 o (0O.u)w = w + JA(K(u,)w +K(w)u,) 的 特征 值 .而 特征 值 
的 性 质 依赖 于 Q 和 uw,， 自 然 也 是 依赖 于 {和 边界 条 件 g 等 ， 
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我 们 在 第 五 章 已 讨论 了 关于 线性 、 非 线性 方程 的 各 种 梯度 
算法 和 它 的 收 仇 性 问题 . 这 里 我 们 仅 讨 论 算法 . 
Peaceman 一 Rachford 交 起 方向 迭代 


(u° ,p ) 为 初 值 
U” pm, WA 
— Au" 2 рту" 2 一 gradp ”人 
=f 一 (wu gradju” 十 +”u” ЖОР (9.5.1) 
divu" "=0 在 Q 内 (9.5.2) 
а |= (9.5.3) 


m+I 


一 Au + (u grad)a” гта | 
={—райр 人 +r'w 2 EOR (9.5.4) 
u”*' | =0 (9.5.5) 
这 里 ”是 待 选 参数 . 显然 ， 式 (9.5.1) - (9.5.3) 是 广义 Stokes 问 
题 .可 用 S 2.1 中 所 讨论 的 方法 求解 (9.5.4) — (9.5.5) 是 一 个 如 
下 的 非 线 性 问题 : c > 0 为 常数 . 
一 4Au+(ugrad)r+eu=f 在 QQ 内 (9.5.6) 
{ ul. =0 (9.5.7) 
ЗБ RERE: Жаєх 使 得 
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а (u,v) +а,(щи,у) + (cuv) = < У) Yrvex, (9.5.8) 


若 令 (А шу) = а (u,v) + (cu) Yrex, 
则 对 应 的 算 子 方程 也 可 以 表示 
A u+ B(u,u) = f | - (9.5.9) 
其 中 4 ,是 对 称 正定 的 椭 贺 算 子 
(4 uu) > plul? YueXx,,y>0 (9.5.10) 
这 里 ? > 0 是 常数 , Nu) = А u + B(u,u) = f 
Е 6 
Ду) = 5 INOI? (9.5.11) 
这 里 上 :此 为 如 下 定义 的 对 偶 范 数 | 
Ifl = <47 0f> YeX， (9.5.12) 


引 理 9.5.1 ”映射 { 一 < 4 г> EX, 上 的 范 数 ， 它 
等 价 于 X ,之 对 偶 范 数 ‖ l 
证 由 (9.5.10) 有 


па ti < < A; ff> (9.5.13) 
然而 , 由 4 ,性 质 知 ， 存 在 常数 k > 0 使 得 
кі, <la fl (9.5.14) 
于 是 由 (9.5.13), (9.5.14) 得 
-1 
КУЕ, «уйл fl «244 < < зир = ШК 
° Ан 下 和 
КҮН e A «<А > < Ifl la fl 
1⁄2 t 1⁄2 


ку < <А Чї> < lilyyy "<А, ft> 


1⁄2 


ky Ily SiN, «у, мех, (9.5.15) 
证 毕 . 
定理 9.5.1 Wu 是 问题 (9.5.6), (9.5.7) 的 非 奇 异 解 ， 
即 N (a) 是 X —X 的 同 构 WAZE 


J()=; <А, NO), МӨ) > (9.5.16) 
在 a 的 邻 域内 是 严格 凸 的 ， 
Ш АРА, 的 对 称 性 ， 泛 函 7 的 一 、 二 阶 导 数 是 
(DJ(),w> = KAT (DN(VW), NY 


1 


= A 'N(), DN(v)w) (9.5.17) 
CD’ JG)w,z> = <А ‚ (руб), DN(v)w2> 
+ A, NO), рм), 2) . (9.5.18) 
由 于 u 是 非 奇 异 解 ， 那么 
N(u) =0, DN(W) 是 X, 一 X ,的 同 构 (9.5.19) 
因而 式 (9.5.18) 给 出 | 
(D° J(u)ww> = «4 '(DN(u)w), DN(u)w)> (9.5.20) 


由 式 (9.5.12), (9.5.15) 和 (9.5.19) 得 
(D° Iaww) = |DN(u)w|`” > yk? I DNW y 
>6lwl', ô> 0 
AT 《D Jwww) 2 0191: ХЕХ, (9.5.21) 
р* J) 在 X 是 连续 的 ， 因 而 存在 p>0, YreS(wp)= {v 
eX,, llu— vll, < p) 成 立 1D Jw) 一 D Ду)\<б/2 
所 以 (D J(Www> > 1912572 Yveslu,p), ЄХ, (9.5.22) 
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这 就 推出 了 在 S(wu,p) 上 严格 同 . 证 毕 . 
N- SHENG) = 0 等 价 于 极 小 化 问题 


inf Ду) = inf 1 < A'N), NO) > (9.5.23) 


 veS(a.p) 50002 | 
ЖИ (9.5.23) TARERE D B(u,a) 有 界 Bi 
N, DN, D'N 是 有 界 . 设 上 是 NS 方程 一 个 非 奇异 解 ， 
WDN) ЖХ, —X 的 同 构 ， 同 有 时 注意 D (ш). 的 连续 性 Ж 
ER 5.3.2 条 件 都 满足 . 取 初 值 a ES(u,p) 和 计算 y = Ли"), 16 
D = [veX,J() < Ja, DNS) 
HX 之 内 积 为 (uv), = <A,uv> | 
ЭА, E | ИС О. 
(gG) w), = <4„(У),#> = (ОЛ), н) ` 
= А; 'N(O,DN(V) : ж) 
= (DNY) 4 ' М0), ж) 
共 中 (DN(W) рм) MAT 
g(W=4 (РМ УЗА, NO ` 9.5.24) 
如 此 ， 简 单 梯度 法 步骤 如 下 ， 
(1) йт" = 4 NG”), в" =A, '(DN(u”)) z” 
(2) 求 一 维 极 小 值 问题 
p` = ArgminJ(u” — pg”) 


JQ” — рв") = <A, Ма —ра ), Nlu” – рв") > 
在 每 个 迭代 过 程 中 ， 要 解 二 个 线性 问题 和 一 个 极 小 值 问题 : 
CAZ” w> = CN" )v7 Nex, 
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ж) 


# 
<А g",v>= (DN(u”)) z”, v> o. 
= <z” DN(u”)v5 V ex, 
ER, ри" 一 pg”) 是 一 个 4 次 多 项 式 h Taylor 展 式 得 
JQ 一 pg )= и") — pDJ(u”)g”" + p D J(u” ув” £ ) 


1 m m m m 
-sp Du Xg ,gE g) 


+ 5. p D° J(u")Xg” g” g g ) (9.5.25) 
它们 的 导数 分 别 可 以 表示 为 
Ра" в” = < A; 'N(u”), DN(u”)g” > (9.5.26) 


D ya")(g") = <AÇ'(DN(u”)g"),DN(u”)g” > | 
+ <A, NU”),D NUE" > (9527) 
D'IUE”)? =3< 4 DN(u”)g”, D° N(u”)(g”) > 
(9.5.28) 
D Jr Xg”) = за D NU” NE"), D? N(u”)(g”)2) 


(9.5.29) 
于 是 简单 梯度 算法 可 以 表述 如 下 : 


(1) itu” eX 给 出 , 计算 z” ex, 
— Az + cez” = — Au” + cu” + (u” grad)u” — f 
а-о 
(2) 求 g8 єх 使 得 
a (E"N) + с(в" л) =a (z” v) + с") 


+a, (u”;vz )+ a, (vu 2"), Vvex, 
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G) 计算 ла") = Az” + сП" 2) 
| DJ(u”)g” = (lg” + elg" 12) 
(4) Rv" EX 使 得 
— Av +cv” = — ААВ” + cg” + Gu” grad)g ” 
+ (g" grad)u” | 
(5) 计算 
h” = p NG е”) = 2(g” grad)g” 
D° JU” Ng”) = Аи + elv” È + e” h") ` 
D JU” Xg” yY =3h” v”) 
(6sRo eX ,使 得 
-Aw + ew” = h” 
(7) 计 算 
р* а" Хе") = Де" + elw” IÈ 
(8) 求 正 根 
эса” 一 P g )=0 
ит =u” — p" g” 
每 选 代 一 次 ， 要 解 4 个 Dirichlet 问 题 . | 
共 轿 梯度 法 和 上 面 计算 极 其 相似 ， 留 给 读者 作为 练习 . 
现在 来 考察 Newton 迭代 . 设 为 初始 点 , u EX, 已 知 ， 


WO р, NG” Da” —u")= —N(u”,2) (9.5.30) 
因 每 选 代步 都 要 求解 线性 问题 , 改进 的 Newton 方法 是 
D NW Да” ш") = — Аи" А) (9.5.31) 
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ШИЖ Ял FK akta ga 
定理 9.5.2 WD N(Y) ÆR Slua) М v Ж Lipschitz 
连续 ， 即 存在 常数 大 > 0 使 得 


ID NO,- D. NO AN <klv—v`l 


#(х„.х,) ' 

Мау‘ є шн) (9.5.32) 
那么 存在 z >0 使 得 0 < x < а, 对 任 一 u €S(u,z2),Newton Ж 
法 (9.5.30) 确定 一 个 序列 {u”} < Sua), “EL Yk KRK Ж 
F N(au,2) = 0 А u: 
"H! ul, Scla” -ul 0<c<1 (9.5.33) 


ШЖ Ех > 0, 0< a < x， 对 任何 一 个 初 值 a e S(u,z ), 
算法 (9.5.31) 确定 一 个 序列 {и” }є (ца )， 它 收 伍 于 


mti 


Пи" щі < са" - ul, 0<c<1 (9.5.34) 
证 首先 设 D NUD AR | 
рма, ¿Sy WES) 0.5.35) 


设 u,eS(wa )， 如 果 u”ES(u,x )， 那 么 对 于 uw ”， 式 (9.5.35) 成 
X. 26 (9.5.30) 可 以 表示 为 : 
ш" u= u" -а+ D NU”, (ND — Ми" 2) 
= рми") ЧМ) — Ма") 
— D Ми" Аа — и") 
= D №" А) | | [р Ми" + tu- u ),А) 


_ р, Ми” A) u — u” )dt 
由 式 (9.5.32) 和 (9.$.33) 有 
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lu” —ul, < klu” — ul? 
选择 a 使 得 yk < 1 / 2, WA 
"ul,<1/2hu" — ul? 


ВД u” e S(u,z ). 上 述 不 等 式 表明 式 (9.5.33) RY. 
对 于 算法 (9.5.31), 则 有 


m+! 


-u= D, NGA | ID NG” + а-а"), 
— D ,N(u° ,))] -(u—u )dt 
<yk(lu”—u + lu~ u’ l ~ ul, 

< 3а ykllu” — ull, 

Fu esma), Ма <р, MA u eSa). 8 

时 , u" ИОС u, 

余下 ， 我 们 还 须 证 明 ME D N(a,) 是 Lipschitz 连续 ， 

即 如 式 (9.5.32) 成 立 . 则 必 有 式 (9.5.35)， 这 个 证 明 可 以 

在 Girault 一 Raviart ”的 书 中 找到 (第 四 章 第 三 节 ). 证 毕 . 

车 u 是 N 一 S 方程 的 非 奇异 解 ， 则 D,N(w,)” 存在， 由 

+ D Ма) 连续 性 ， 则 可 以 找到 一 个 球 Slua ) 使 得 式 (9.5.35) 


成 立 . 
Newton 选 代 格 式 也 可 以 表示 为 
("tpt ex, x M 使 得 
— Au” H (u” grad)u ”十 (u”*' grad)u” + gradp” 
= (ua"grad)u” + f 
+1 


divu” =0 (9.5.36) 
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Newton 法 的 局 限 性 在 于 必须 知道 好 的 初 值 .如果 我 们 找 一 
个 非 奇 异 的 分 支 解 ， 即 解 单 值 地 依赖 于 参数 ， 形 成 一 条 解 曲 
线 ， 在 这 条 葛 线 上 的 每 个 点 ， 都 是 方程 的 弧 立 解 ，N — S 方程 
的 解 依赖 于 Aal) 在 一 个 非 奇异 解 分 支 上 ， 若 A4 表示 参数 增 
E, WA u- Ah 是 ah 的 邻 域 内 点 的 点 .容易 验证 ， 在 非 奇 
异 解 分 支 上 ,uv 是 4 的 解析 函数 .那么 以 ali – ДА) 作为 求 ul) 
的 Newton 法 初 值 ， 则 可 保证 选 代 成 功 . 

抽象 的 N 一 S 方 程 是 

F(A,u) = ¿Au + B(u,u) — f = 0 


对 1 求全 导数 有 D FAMA) + D, FAU) = 0 AEA 
这 里 人 是 非 奇异 解 分 支 的 参数 定义 域 .由 此 


“其 中 
plà) = [D Е) D Ful) | 
这 是 一 个 抽象 的 常 微分 方程 .我 们 用 一 步 Euler 方法 来 确 
sÉ Newton 初 值 . 取 uw (Д) A | 
u (¿) = u(¿— A2) — ol — A2)A2 
等 价 地 , (2 是 下 列 方程 的 解 
D FA 一 Aia — АКЫ" (А) — u(4 — АА) 
= — D FQ- Адм — АА))АА. 
由 于 ui) = ЩА — ДА) – | ge(u)du 
则 和 初 值 的 误差 为 
А 
ш) —u (0) = 一 | Ф(и)аи — @(¿ — A2)A2] 
à- AL 
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РА 
=- рош A+ лаи 
因而 
lu) —u (21, ад) „пах lo ОТА 


s (2 — ДА A} 
ШЕ, Mucaj — ú (QM, Ж 0((A2) ) pm АА 充分 小 ， 则 u (2) 
就 是 一 个 很 好 的 Newton 2848408 . 
设 
ôu(à) = u° (Д) — u(2 — АЛ) 
又 因 
FU 一 Ala04 一 AD)=4u0 一 A1) 
D F – Ади – АА) = (à — АДА + B( > (à — A2) 
+ В(щ(А — Ад), ) 
ВТ Sul AA ДЕ 
(å — АА)А дд) + B(8u(2),u(2 — A2)) + B(u (2 — Ai), Suly) 
= — Au(4— АЛ)* АА 
由 于 бщ5) = {би(2),бр(3)}, ЯТ óu(2) 的 混合 变 分 形式 是 
(8и(2),5 (2)еХ x M 使 得 
(2 — Ала (ñu(2),) + a (óu(2); щ(4— A4),v) 
+a (ud — Aå); óu(A),y) + (6p(2),divv) 


= a (u(À — АА) v)AÀ 在 Q 内 
divõu(å4) = 0 在 Q 内 
5u(D = 0 


ШЖ щл — A4) БЯ, ЯА u (2) = Sulh) + u(¿ — A) 就 是 所 
要 求 的 Newton ЕА. 
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$ 9.6 非 定 常 的 Navier- Stokes? # 


前 面 已 经 提 到 ， 设 QcR 是 一 个 有 界 开 集 , п= 2,3, T 
= 0Q 是 Lipschitz 连续 的 ， 则 不 可 压缩 粘性 流动 的 Navier 
-Stokes 方程 为 


— АЛа + (u ° grad)u— gradp =f xbeQxR， 

divu = 0 (9.6.1) 
U=0 Wx tET x R, 

u(x,0) =u, `ZxeQ 


其 中 的 体积 力 密度 ,u 29316 EB Ë. 

(9.6.1) 的 变 分 问题 是 : YfeL?(0,T:X ), ш €H: 
求 ueL”(0,T; VINL? (0,7; Н), 使 得 在 D OTTA 
a м) +a, (uD + a (aD; WD) 


= <f(() y> vey 
що) =u, 
称 式 (9.6.2) 为 问题 (P)， 而 求 ueL (0,T;V)UL  (0,T;H), р 
єр (0,T;Q)， 使 得 在 D(0,T) 意义 下 满足 式 (9.6.1)， 这 样 的 问题 
称 为 (2)， 为 了 证 明 问 题 (P) 和 问题 (Q) 的 等 价 性 ， 我 们 需要 下 
列 引 理 
引 理 9.6.1 3NgeH,(Q), 有 


(P) (9.6.2). 


Т КЛ lp п=2 969 
Фа = i 9.6.3 
“ Уш йрй пез 


证 ”我 们 只 须 证 明 -Y peD(Q)， 式 (9.6.3) 成 立即 可 іп 
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— s ЦИНА 


—— — А 


= 2, 100 5 ф ЕН, 09010 ЭЕ, 于 是 有 


Фох) 2 KAGE 328 x aë, < o (x) 


1” 2 д5, 
这 里 
AAEE IER E AGERT 
_. | 
类 似 地 
ф (x x) <, (х) 
oe)=2| [гс 元 (x eae, 
因而 


[аах | өүх4х‚| охх, 
R R R ` 


А 4 2 „дф дф 1 2 
% оН“ а < HO 12 als, < lol alol 
1 › 


由 此 得 ”= 2 时 的 情况 Рл = 3， 利 用 以 上 结果 有 
lolt a= [ff š az dx,ax, 


< 了 | ах iff ё°4х,4х,|| (Ф +@ )ах dx] 
_ о ` R? R? k Е 


- 2 2 
< тах |], Ф dx dx elia 


x 


mæ < 2 3 
«ае, lax dx ax ela < Aol е0, 


R? 


于 是 引 理 得 证 . 
引 理 9.6.2 YuwweL (0,Т;У)[\ (0,Т;Н), JEZ HZ 
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性 a,(，;，,*) 所 定义 的 双 线 性 算 子 8(，,… Y 满足 


т. '(0,Т; У) п=2 
(нађе) 13 ， (9.6.4) 
L (OT; V) n=3 i 
而 且 有 n = 2 时 ， 
- 1⁄2 1⁄2 
В ый з, vy SAW eor шер и, 
1/2 122 ` ә Е К 
"||| т2 өт: v) {ч з, v) (9.6.5) 
n = 3, 
| 1⁄4 1⁄4 
IBDN зол v) $ Їн йш, m 
3/4 3⁄4 
` Їз, у) lull i,r; v) (9.6.6) 


证 Ala (`; °. ) 关于 后 两 个 变 元 的 反对 称 性 
Ж Hoelder 不 等 式 ， 有 
la (w;u,v)| < cliw] 
所 以 在 (0,T] 上 , 有 i 
18 (wu) p < clwh, ollull, pa (a.e) . (9.67) 
首先 , щи = 2 时 , 由 引 理 9.6.1, 有 | 


IB(w.u)|v < 2сі alul a iwi alul, a 


04,0 їч | 0,4,0 Ivl та 


所 以 


2 
18 (ми), < 201и, 


(от; к) „®(,т; H) lul L” (0,T; H) 


[ай 


` Iwi (0,7; V) L (0,T; V) 


由 此 可 得 (9.6.4) 第 一 式 和 (9.6.5)， 
对 于 “= 3， 因 为 以 peH (Q), IH Соболев 嵌入 定理 有 


L? 


3⁄4 1⁄4 ` 3⁄4 1⁄4 
lel aa < 161, „йшй < Ф, а ФІ 


利用 (9.6.7) 有 
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IBIN DY < сім, alul, g ШЕШ TE 
从 而 有 .. 
4/3 173° 


lB(w,)| on vy) S iwl eor m ° Полн 


T 
“| Mha ul, ad! 


由 此 得 (9.6.4) 的 第 二 式 和 (9.6.6) 证 毕 | o 
9.6.1 设 weL (0,T;V)(YL (0,Т;Н) 是 问题 (P) 的 
解 ， 那 么 | 


L? , r; 
0,Т; V =2 
а |, Lo ) n (9.6.8) 
t (0,7; У) п= 3 
证 О [ (Р)Н[Д# УЖЕ 
"4 + Аи + B(u,u) = f | (9.6.9) 


由 于 feL (0,7;У ), Aue L (0,Т;У ) 以 及 引 理 9.6.2， 从 式 (9.6.9) 
立即 可 以 得 到 式 (9.6.8), ШЕЕ. 
由 此 , 问题 (P) 也 可 表示 为 
TYfeL (0,T; X ) u, eH: 


求 ueL (0,T; VNL” (0,7; H), 


(Pa 170,75 У) п=2 (9.6.10) 
dila 


4⁄3 


(0,Т; v) п= 3 
使 得 u 满 足 式 (9.6.9) 和 uw(0) = u, 

定理 9.6.2 ”问题 (P) 和 问题 (2 ) 等 价 . 

证 BR. Ш (up) 是 问题 (0) 的 解 ， 那 么 u 也 是 问 
(Р) 的 解 . 相反 ， 设 ueL”(0,T;V) 门 L”(0,T;H) 是 问题 (P) 的 
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解 BEX, 上 的 映照 L(v,t): 
>f | (< (5),у> —a (0(5),у) — а, (0(5); u(s),v))ds 
— (uv) + (и Y) 
 Xee[0,T], 工 是 多, 上 的 线性 连续 泛 函 ， 并 了 L(y,t) = 0, Mv 
eV， 因 而 由 推论 4.6.4( 或 引 理 9.2.1) 可 知 ，Yref0.7)， 存 在 叭 
一 的 函数 DEL (O), ER 
L(v,) = 一 <gradpy> YEX， 
换 句 话说 | 
(ру) | и> а 00) а ада) 
— (uD + (и, v) veX, (9.6.11) 
利用 引 理 9.6.2 容易 验证 p(t)eC(0,T]; L° (Q), HA (9.6.11) 两 
边 微分 后 , 得。 
<4 div> = <) > -au 一 aa 


- <®(шуу> Мех, (9.6.12) 


Ях Р = 42, 那么 P 即 我 们 所 求 的 (и, Р) E (Q)658 . 证 


HE, 

为 了 证 明 问 题 (Р) 的 解 的 存在 性 ， 我 们 需要 关于 向 量 值 函 
数 空 间 的 Rellich U IK AE ИШ. 

引 理 9.6.3 tX, Xo X | 为 三 个 可 分 的 自 反 的 Banach 


а, ЖАХ cX cX , ЖХ 到 和 ,的 嵌入 是 紧 的 ， 
X ЯХ RARER, ， 如 果 (u } Æ L” (0,7;X) 中 一 个 
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HFEA, Mdu, /di 在 L”(0,T;X_,) 中 有 界 , 1<р < 
+æ, 1<р, < 十 0， 那么 存在 一 个 fu l 的 子 序 列 fw h € 
ТЕТ," (0,Т;Х ) 中 强 收敛 . 

Ш bF L” (0,T;X,) 是 可 分 和 自 反 的 L” (0,T;X 7 ) 为 其 
对 偶 空间 , 1/ p, + 1/p = 1, X ÆX HYMAN, AWE 
# {u 的 一 个 子 序列 {fu} 在 L"'(0,T;X,) 中 能 收敛 ， 不 失 一 
Ж, Шш, 弱 收 敛 于 零 ， 利 用 引 理 6.51 有 

lu ig Selu ig +e lu ig И 

и, 1, <c, W 


И 
ж (0,7; X_1) 


如 果 и олотхо 20, 3 k— сс 时 ， 则 引 理 就 得 到 证 明 . 
实际 上 ， 我 们 能 证 明 fu,} 在 C(0,7;X ФР WI 


Pi 
lu, ir от; ху See + c, lu 


为 10,7] 的 一 个 子 区 间 ， 序 列 u азу EX, ЙРТ. 


ша Е, ох, УГОНЕ, Ш ех, ЖАХ, 
e(L”"(0,TX )), Ж 


<и x, L > -| <и [> ds = <| u, (s)ds,L > 一 0 
由 于 嵌入 Xi cX 是 紧 的 ， 所 以 и (dst 在 X。 中 强 收敛 于 
零 ， 从 而 在 X_， 中 也 强 收敛 于 零 ， 设 iel0TT и (0-и, (1) 
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:pm aene 


Í du | 
=) a | 49—278. 


| "t . to. d 
| и (= sf ama -td 
利用 Hoelder 不 等 式 


1 du, 
= P —1 + ell- |, 45 


1 


1 P, ә, [r ЧЧ» Тир 
«| Geraray ә аву" 
Е t~e t— = ds 
‚С , T du Е ú 
< (一 yn n d IA IX ds) сс 
p, +1 а ds 


其 中 1/p кир, = 1, MEM: > 0， 取 s， 使 得 cai 
<: / 2， 那么 固定 s， 于 是 


lu, (ly <: ида] и (да, Z: 


1-8 


故 对 每 个 +， 上 式 第 二 项 趋 于 零 ， 当 上 ~ o 时 ， 从 而 
Ой, 一 0 ЗЕ оо, Yt 


由 Lebesque 控制 收敛 定理 ， 可 得 本 命题 . 证 毕 ， 
引 理 9.6.4 ЛУНЫ НИЛ 

lu |z у < M (9.6.13) 

ldu Z dil ror v, SM (9.6.14) 


其 中 M4 > 0 为 常数 ，p> 1, m= 1,2,…， 那 么 存在 {и 的 子 序 
p| fu,}， 它 在 L (0,T;H) 中 强 收敛 于 weL (0,T;H)， 即 


lim lu, — ші 0 


2 . = 
кэ 1 (0,T; H) 
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"sas - — I 和 


这 个 引 理 是 引 理 9.6.3 的 自然 结果 . 

引 理 9.6.5 HFI u eL (0,T;Y) 并 且 它 在 L (0,T;Y) 中 能 
KAF а, WEL (0,Т;Н) 中 强 收 傅 于 u， 即 当 m ос}, lu, 
0， 那么 VweC' (I0,T]x О) Ж 


_ ul 12 (0,7; H) | 
T T 
tim Í a (uu wde = | а (uu,w)di (9.6.15) 
证 实际 上 


a, (u, iu ‚#)— a А (и;и,ж) 
= а |(и; и) -a (u, жи.) 
= а (u—u wu) + а (u wu 一 ч.) 
所 以 


I| Ga, n, w) — a, (u;u,w)ydi| 


< стах | вгайж | llu- ч, | Lor н) 
f 


* (ul т; н) 十 йш, По; m) 


因为 lu Y 在 L (0,T; Н) 8, ПЧ, lior mg 一致 有 界 ， 
从 而 式 (9.6.15) 得 证 .证 毕 , 

我 们 用 Galerkin 方法 证 明 问 题 (P) 的 解 的 存在 性 ， 为 此 
$w (i= 1,2,"…,m) Æ Stokes 算 子 4 的 前 m 个 本 征 两 数 ,为 
相应 的 本 征 值 w, 和 区 域 9 有 同 阶 光滑 性 [w Y 组 成 H 的 正 交 完 
BR, WA, Cw 组 成 V 的 正 交 完备 系 ， 

考察 有 限 维 动力 系统 
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La, (Dw)+a (а ж) +a m, uvwi) 


(P,) =<fw > (=1,,m) (9.6.16) 
u (0) =u, Ө (9.6.17) 
其 中 | 
us бж, биж) (9.6.18) 
j=1 


ы „= Lš w, n = (fw) 
. = t 
那么 (9.6.16) 和 (9.6.17) 变 为 


dë, 
P7 + A + La (w; ww) C= (9.6.19) 
0) = ё (9.6.20) 


这 是 一 个 二 次 的 常 微分 方程 组 ， 由 经 典 理论 可 知 在 = 0 的 邻 域 
内 存在 唯一 解 . 设 在 (би) 内 它 有 局 部 极 大 解 Wr, < T， 如 
Ri < T， 那 就 意味 着 lim la |, = оо. 因此 ， 如 果 我 们 能 够 证 


一 上 
ы, 


а | 是 一 臻 有 界 ， 就 证 明了 (9.6.16), (9.6.20) 在 [0,T] 上 有 全 
局 解 u,， 为 此 ， 要 人 先 合计 lul 
引 理 9.6.6 Galerkin 逼近 问题 (P， ) AE- u 


eL °(0,T; H) YL (0.7: V), É 


十 lu HÚ, (9.6.21) 


lu le O.T, н) чөт, уу < С 


其 中 c 为 与 m 无 关 的 常数 . 
证 ”我 们 只 须 证 明 式 (9.6.21), 注意 到 a (ww pw) = 

-a (ww, w), 所 以 
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manaa e oa an 
w ——Ñr р РА rt 


Zaw, мом 4 4 0. i (9.6.22) 
913 А 


于 是 得 


a taza, = <n,¿ > 


TE E= (nEn a= пото) W = Ye А, 
- < А ， 故 


从 
> - 
A 


L eP жал, a 


; di 3241. 


利用 Gronwall 不 等 式 ， 有 
t А ` 
М e +f eT nC) ds / iå, 0916.23) 


这 说 明 *(D 在 [0,7] 上 存在 且 唯 一 , 
对 式 (9.6,16) 两 边 乘 以 * ， 并 对 ; 求 和 ， 则 得 


7 1 + Аы N +a (u üa u ) = < fu, > 


iglu, 1; + ju |; = < Қ), (n) > ` 
lu (O) — lu, (0012 + 2f u G) qr = 2f < f(s),u, (s)yds 
(9.6.24) 

利用 Young 不 等 式 


f < з), (9) > ds| = зе], ГИ @)| 4+ 
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1 t 
+ | KOREO (9.6.25) 
所 以 取 *= 24, 得 


t 
lu (О < lu È + | ШӨТ „ ds / 25 


Н 
< llu | + J МС)", ds / 22 


即 lu „Пол ну < © 


Bk, FER (9.6.25) F, Ди гс=Л, 代入 (9.6.24)， 人 得 


т т 
lu (DP +5] hu, as < hu U+ | о аА (9,626) 
从 而 lu, | Т2 (0,7; у) < с 


所 以 有 式 (9.6.21) 成 并 .证 毕 . 
引 理 9.6.7 JEJ) fu 在 kx (0,T;Y,H) 中 有 界 , 0<7 
< 17/4， 其 中 k (0,T;V,H) 为 第 四 章 $ 4.8 中 所 定义 的 
K'(0,T;V,H) = fue L (0,T;V); т |z ат) (В;Н)} 
hi = | woa f 780124 


其 中 Mo) 是 5 的 Fourier 变 换 ， 而 
_ {0 tel0,T) 
u = 
0 V [0,T] 
证 ” 令 f 也 是 了 的 零 延 拓 ， 那 么 (9.6.16) 可 以 延 拓 为 
Tw) tam ta дн) <w, > 
„кё, — (u (T)w,)á, (= 1,2,m) (9.6.27) 
其 中 5 ，5 ;为 :一 0 和 /一 了 的 Dirac 分 布 . 


十 (u, 
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(9.6.27) 两 边 做 Fourier 变 换 得 
2літ( w)+a @ и) + < Ё(и )w > 

= «н> + (u, w) (u, (T)w)e 
这 里 记 В(и) = B(u,u), B(u) 为 B(u) Z Fourier 变换 ,由 此 得 

2лїтЇй (E + да, OF + < Ё(и )й G) > 

= < 和 oa D> (шй Th, (e 
从 而 有 
2л||Їй (MÈ < (20а, M, + СОН, an, 


+ (їч ,+ lu DN Эа, DON, 


ТОТИ ТОТИ 


又 由 (9.3.44) 人 得 


iñu Wy <| BGE, (0а, yat 


< c 


т 
2 1 
< ef u 1 dt < chu, l Lor ж) a 
o 


从 而 有 
Ië OF < с, (lu, DN, + 18, GL) (9.6.28) 


在 (9.6.28) 两 边 除 以 (L+ i), 5 < oa。< 1， 然 后 积分 ， 并 利用 


© lü OL © dt 1⁄2 
[| Last оо —) 
-%1 + It] m LORD? (+ 1) 


<c lu lass y (因为 ro>172) 
即 
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о 


Г Па (т) 


~o 1+ |r|? ас, |а, 1 or н) (9.6.29) 
从 而 
Г EMAON е спы { +I 
а IFE O и лот tu rror m) 
利用 (9.6.21)， 有 
= |а, (о, 

| | лу Зо (9.6.30) 

然而 对 固定 的 ”< 1/4, eti | 
del” е1 [6А +l YreR 


因此 有 
| 8 асе, lü OWA + D/A + ar 


© 
1 一 2r 


< ма ла 7: 


+| а (оп /rl "a 
由 (9.6.30)，(9.6.29) 各 (9.6.21) 得 
| 1а, сасе 


最 后 有 
їч l 


н ктот: ун) < © (9.6.31) 


证 毕 . 
定理 9.6.3 问题 (P) 至 少 有 一 个 解 uelL’ (0.T;V) 
人 LT H) 
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ep eg 
Te asss s= 


”证 由 引 理 9.6.4, 9.6.5, 9.6.6 和 9.6.7， 存 在 问题 (P ,) 的 
解 序列 {ч 的 子 序列 fa p E д со 时 


在 L (0,T;V)iF, w КЁР (9.6.32) 
在 L”(0,T;H) 中 , u а (9.6.33) 
1Ек'(0,7;У,Н)%, u 31а (9.6.34) 
-在 L (0,Т;Н), u Заа (9.6.35) 


现在 对 问题 (P ) 进行 极限 过 渡 ， 设 (DeC ([0,7]), (Т) = 0, 
在 式 (9.6.16) FARE уй), HAETI 上 积分 ， 记 W(0,7) 


= W(0,T;V,V )= fasL200,T;V); d етот; V у}; lh 


0,7) 


= и 


2 |z“ 2 
т?т; у) L ү lior уэ 


由 于 us W(0T)， 可 以 利用 Green 公式 
| f< Aoa, ү()> + <u(), Z> 4 
= <u(T),v(T)> — < u(0),v(0) > 


得 -| Ow dt а, Ow Wd 
о 0 


т 
EERO (Ow дда! 


т 


= | < 0), ‚> (а + (а „ж ӨФ(0) (9.6.36) 


МЕ Е —1Е 9 н, Фує$ = Span[w i= 12 }, MJ 
xÇ (9.6.36) 可 写 为 | 
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T , T 
-| асов art | аа, рат 


r 
+ | аа, л (0да 


T 


= | < fi), y > y (Ddi 一 (u „әү (0) Vn > и, (9.6.37) 
由 式 (9.6.32) 有 
T ， | T , 
imf (а (a= | OY (ya 


Tr T 
lim | аа (одаг = | a (uD vy na 
由 引 理 9.6,5， 则 有 


lim | а (u u (0), (ат -| a (uu vy dt * 


и x 


另外 , EHA H limu =ч. оо, (9.6.37) 
Tr , 了 
- ао ae | + (0,000 
+ а аара 


= | < 0), > (й — (any(o) 


YES,» WYyec (0.7D, y(T)=0 (9.6.38) 
ШЕ р, 是 任意 的 ， 以 及 S. 在 H 中 稳 密 ， 所 以 上 式 对 任何 v 


eH 前 成 立 ， 对 任何 veY ERE, WRH y EAE DOT] 
E, MERAH 


ATOR + a (u(0),v) + a (ú(t);u(0),v) = < fy > Мусу 


Ва јабгу) ДЇ (9.6.16). 
我 们 还 需 证 明 u(0) = а. X (9.6.2) WARE š (r) FH 


在 [0,T] 土 积分 FB Gren 公式 5 (9.6.38) 比较 ， 得 
(u(0),v) = (u ,7) YveV 


因而 щ(бу= ч 在 V 意义 下 成 立 ， 由 u_ eH AEH {Г u(0) 
=u, 所 以 u(n) 是 问题 (P) 的 解 .证 毕 . 


$9.7 解 的 估计 和 唯一 性 
首先 有 
定理 9.7.1 问题 (P) 的 解 满足 下 列 能 量 不 等 式 


йо + 2f lu ds 


< 1а) +2| < f(s)u(s)> ds (9.7.1) 
这 里 0 < t <t<T, ае e[0,T]. 

W 设 王 为 [0,T] 中 测度 为 零 的 集合 ， 使 得 :， 
e[0,TJNE, fu G Y ЕУ PARAF) ТЕН doni m 
于 u(r:,), 对 式 (9.6.16) WAR E, 并 对 i OK M, A 
№а (изи и ) = 0.48 

{ч OP Ач, (О = < Ка (д> 097.2) 


从 :到 ief0,7] 积 分 ， 有 有 
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2 
120, © V) 


lu (DE? + 22а, 1 
<lu,G +2) Ou, (as 
由 于 式 (9.6.32) 一 (9.6.35), 有 


lim (lu (Эй, + 2| < f(s),u, (s) > ds) 


= [че 12 + 2f < f(s),u(s) > ds 


男 一 方面 ， 册 于 范 数 弱 下 半 和 连续 性 (参看 附录 А), 1 


lim sup(lu (OF 十 22u 


тә 0 


> 
L Л ‚б v) 


> limsupllu (Ð)? + lim inf24llu 


тез т-с 


2 
т | та ы; v) 


2 
LG ы; V 


于 是 有 能 其 不 等 式 (9.7.0. 证 毕 . 


> Nu + 22llul 


在 (9.7.2) 中 ， 利 用 4 lu il < lu |, I< fu, >| 


< Ifl 422 )+ АА lu 0272, 得 


d 
Slup + Аш, 007 24, 
从 而 有 


. 2 2 
АЛ, i L?’ Ot; V) 2 


2 
<lu + Ion m 


/ (34,) 


t 
2 2 =à t —-4 一 及 2 һа 
Пи (08 < lu He + + | e [ГЇ ds / (55) 


о 


(9.7.3) 


(9.7.4) 


(9.7.5) 


如 果 feL (R ,Н), T 101, = оро, 3EZ 09.7.3) 


和 (9.7.5) 可 写 为 
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намена зл ч 


Alu Паз y Silu + Ад), (9.7.6) 


lu (DI? < lu, É + ТИТИ (9.7.7) 
在 (1,t + +) 上 积分 (9.7.3), 利用 (9.7.7), 得 
lu Пе y < hah + (ДА М2 (с (Ад) ') (9.7.8) 


记 / 为 及 中 的 Lebesque 测 度 ， 共 定义 为 
p{selr,t + ты (5), >p} < (Q lu, 1 + 
АА f G+) Dp 
取 p=yV20 la АА (АА) Vz, 有 
щзе[, + т}. la (9), 2 p} < + /2, 
这 样 在 每 个 长 度 为 + 的 区 间 . 上 ， 存 在 时 刻 + єп т]. 


=i, —-2 „2 


mm G.) <20 lu | +4 4 G +G) Ar 09.7.9) 


对 Galerkin 系 统 
u 
J tidu, +P, BU, ш.) = Pf (9.7.10) 
u„(0)= P u, (9.7.11) 
式 (9.7.10) 两 端 对 4u EHAR, 得 
1 2 2 ‚ _ 
511 ul + 414и, | +a (и ;и Au ) = Au) (9.7.12) 
因 Au IS А14 1 Z4+4 `'Hl, 


利用 式 (9.3.12)， 当 站 = 2, Ws, = 1⁄2, s, = 1⁄2, s, =0; 
当 n=3 时 ,， 取 s =1, s,=1/2, WA 


clu ly А | n=2 
la (u w Au, < a р? 5⁄4 (9.7.13) 
m'i 


[Аи 1, n=3 
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= pesi ans oea - awa n е сз -—- 


这 样 ， 式 (9.7.12) 变 为 
ld 2 | 2 
5 з "al + 414и l 


А 2 -T 2 À 2 
< 了 us 二 2 二 du 


œ 


+c) hu llu 1, n=2 


14. 2 2 
zgi "ah + АйАи l, 
<la N ATING ТИТА 
А 2 -l .2 -3 6 | 
<S 4н АТ + сда 18, n=3 
故 有 如 下 估计 


Ft Au < 2AT + eA, llu lfm = 2 (97.14) 
Cu, + Ды П 247 INN + А? i, n=3 (9.7.15) 


在 (9.7.14) 两 端 乘 以 exp( 一 | ¿2 lu 1, 248). 得 


t 


d 2 бо шз 2 2 
Fe exp е2 ha, По, 1489] 


< 24 712 exp( 一 | сд las (21, lids) 


t 
° 


积分 后 有 


| сА а, EAO 


t 
+21 'HU (一 sol | сА та) 


1 
ә 
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n=2 ` (9.7.16) 
利用 式 (9.7.7) 种 (9.7.8) 有 


t 
47| lu hu, las 
f 


<А (lu АТ АЧ hu oy 
<, (u + аз Cu + aap NG 
e(t t TG) D, п=2 (9.7.17) 
Ді ef — т], E (9.7.9), ЖИН (9.7.16) 有 
h (OF < ae’ +24 f er п=2 
其 中 
a= 2[4 u MÈ +) +t A ит 
B= сд u Ú + 2 а 0,00, 


eG ATN 
Вт, Era 4°, Wian Ж 
lu (OÉ < {2047 uh? +24 AT IN IA r 25 I} 


-2 2.2 


© ехрісА (фай, + G,A HL) } n=2 (9.7.18) 
现在 在 区 间 R" ЗА 为” ，(2 和 4, 罗 ”] 上 应 用 式 (9.7.18), 
这 时 + 一 (2 741， 那么 如 果 г< (2 4 四”， 则 有 r<1 


< 2r， 这 样 由 式 (9.7.18) 可 知 -Y rel(2"* А А), о’ '1 


па (DÈ (АА la É ААП? уь 2402 01 
expe (hu M +AT AT MES a=2 (9.7.19) 
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Дре ы: 


最 后 这 个 不 等 式 与 上 无关 ， 因 此 (9.7.19) 对 任何 0O< t < 17212. 


都 成 立 . 
对 于 n=3, 我 们 要 假设 有 在 一 个 T>0, feL (0,T; Н) R. 
„0, +24 1, <2е 7З? (220) 


:On н) ` 
那么 ， 对 所 有 这 样 的 T> t> 0， ж, Ol сед 
为 u, (Dl, 是 光滑 的 ， 因此 在 := 0 的 邻 域内 也 有 


-1⁄2 2 1⁄2 


а (ON < eT дА (9.7.21) 
因而 ?ll4u， {2 —c lu, N > A lu, | —сА 7? $ 
= 4A lu РО eA 4 u [у> 
综合 式 (9.7.15) 和 (9.7.20)， 有 
lu. (OF <24 MEN an m + lu, OF 
<2c 2 пез. OIA 


式 (9.7.22) 表 明 , 对 于 0 < + < Т, (9.7. anek. 
从 式 (9.7.17)，(9.7.18) 可 得 | 


引 理 9.7.1 设 m 之 1 是 一 整数 , n=2, u EH, fEL” 
(R ,,H), u, Æ Galerkin 系统 (9.7.10) 和 (9.7.11) 的 解 ， 那 么 存 
在 一 个 只 依赖 于 4, д, lu | Яйзир 1001, 的 常数 ， 使 得 


sup AA tu, (CD <р? (9.7.23) 
0<1:6 (44, y 
sup lu (Dl <р, | (9.7.24) 


1204)! 


如 果 u, EV, АЕА 1, 4, A, Msupl AON, 
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re 


的 常数 ,p,， 使 得 (9.7.24) 和 下 式 成 立 


sup ju, (O| <р, 
ere) | 


进行 极限 过 波 , 可 得 
”定理 9.7.2 设 QcR 是 一 个 C? RARE, аен, f 
eL (R. D IE T> 0， 那 么 Navier — stokes 方程 _ 
| (а + АА + Bluu) =f 
п(0) = а, . | 
存在 一 个 解 ueL”(0, Т; VANL? (0, Т; DADIAL (0,т;н)Г\ 
1700, Т; V), 而 且 | о 
sup AA tulit зир WO <2p, 0.7.25) 


оі) т Q) ereT 


这 里 p。 依赖 于 usl А, 2, ЖзирМ(й\„ mis raw. 
如 果 u EV, 那 和 ueL” 0,T;VNL O,T;DA)E 
sup la(D + af Maulidi <от+ (4,7) 
ЖР с 是 依赖 于 4、4,， lu,|， fasup |f()1, 的 常数 ， 但 与 ТЖ 
关 ， 而 p, 的 上 界 是 | 


о, < 10C, lu +4 AU 2) 
ехр(сА “(lu 1? + (44) M) ) (9.7.26) 


对 (9.7.21) 进 行 极限 过 渡 ， 可 得 | 
定理 9.7.3 оса EC 类 的 有 界 下 集 ， 并 卫 存 在 党 
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с> 0， 使 得 Yu,eV 和 feL (0,T;H) 满足 

T É 
ata ku | +24 a | HAW de< (ce ) (9.7.27) 
那么 Navier 一 Stokes 方 程 存在 一 个 解 ue L° (0,7;У)( (0,7; 
D(4)), HIE 


_ -—1„—1/12 


4 аА А | lAu(s)| ds < 2с 


=1⁄2 
› 


M0< t< T (9.7.28) 
条 件 (9.7.27) 说 明 ， 如 果 初 值 u, 和 f 很 小 ， 则 了 可 以 是 任 
意 的 ， 或 者 4 很 大 ， 则 定 解 数据 和 T 可 以 是 任意 的 ， 但 是 
|, 1 与 和 4 比较 必须 是 很 小 的 . | 
THE, 给 出 一 个 更 为 广泛 的 存在 性 条 件 : | 
定理 9.7.4” 设 名 cR’ 是 一 个 C? 类 有 界 开 集 ， 设 evif 
eL (0,7;H) 满足 


-3, -1⁄2 -21,-1⁄2 2.2 


ATAT Meer wt A TO + АСА e D 


1 ol 


< (442e) (9.7.29) 
那么 Navier — Stokes 方 程 


z + ÀAAu+ B(u,u) = f 


u(0) = u 
Е 1а (дет (0,T VAL OT DANIE 


ад < 20 +2 A lu |) 


1 a l 
Мф< г< Т, (9.7.30) 
证 ХЕЗД(ӘЛ.15)‹ Ао, 11, 得 
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Sh, l: <227 | + 2 lu | (9.731) 
ХЕК ЯЖ 
ОТИ ИОТ ОГЫ ОТЕ 
则 从 (9.7.31) 得 | | 


HR SAOSA 


设 s = 2 (无 量 纲 时 间 ),y(s) = 3(1) = pls / 424), g(s) 
= g(s Z À) )， 那 么 
d < 2g(s)+ су (s) (9.7.32) 
如 采 уз 。) 是 有 限 的 ， 那 么 在 s =s, WR, y(s) EAR, ЖБ 
ER (9.7.32) 两 边 除 以 (1 + у), 并 且 从 s, fis 积分 ， 得 | 


(i +Hs,) 7-0 + y(s) < af gloda + 2e(s—s,) 


令 Ебы)=2сб—з)+4[ #(о)ас 


Ш (1+ (5) < + ys Ја-у) EG) 
那么 | 
уб) & [1 + (5) — (1 — (1 + y(s,))° 
` El(ss )][1— (1+ yis Еб) 
ES 
(1 + у( „)) EGs,s,) <1 
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或 ‘| y(a)do + 2els —s,) < Q + у )) 7) 0.733) 


那么 可 以 得 到 уб) < V2(y(s,)+ 1). 

此 即 (9.7.30). 证 毕 . ' 
弱 解 ， 设 C,(0,T;H) =< 工 ”(0,7:H)， 它 是 由 工 "(0.7:H) 中 

弹 连 续 函 数组 成 的 ， 即 MDsC (0,Т;Н), (ult) 对 所 有 的 veH 


都 是 连续 函数 .如 果 函 数 ue L O, TWNC.(0,T7:H) mei 


(0, T; V ) 以 及 

e +a v) + a, u u,v) = <f,v> 
| WveV, а.е. Nt (9.7.34) 
u(0) = u (9.7.35) 


则 称 u 2 Navier — Stokes 方程 始 边 值 问题 (9.7.34) 和 (9.7.35) 的 
Юй. 

强 解 : 如 果 函 数 

чє. (0,T; VAL? (ОГА) 0, T; DAL (0,7;У), 

满足 问题 (9.7.34) 和 (9.7.35), ШЕК u 为 Navier 一 Stokes 方程 始 
边 值 问题 的 强 解 ， | 

定理 9.7.5 设 QcR 是 C 类 有 界 开 集 feL’(0,T:V ), 
u, EH. 如 果 (9.7.34) 和 (9.7.35) 的 两 个 解 属 于 L” (0,Т;У)Г\С, 
(0,T;H), 那么 它们 必 重 合 . | 

HE а, u, 27 (9.7.34) ЯП (9.7.35) А ia w=u —u,, 
那么 w 满足 
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dw 


Pri + 3Аз + Blu w) + B(w,u,) = 0 f (9.7.36) 

w(0) = 0 (9.7.37) 
(9.7.36) 两 边 和 w 作 内 积 ， 得 О 

< м W> + Дө! + а (w;u,,w) = 0 | (9.7.38) 


| du, dw 2 , ñ o- 
AF (1= 1,2), 22 都 属于 工 (0,T;V ), #k (97.38) 对 几乎 所 
有 的 /都 成 立 .利用 估计 式 = 


a,l, lwi, 


la (w;u,,w)| < cliwl ln,|, 


Ен, <Š w> =1-# hwl eL'O,T), 故 (9.7.39) 给 出 
“|н < cA uiw (9.7.39) 


由 Gronwall 不 等 式 ， 得 
"(Ой 1500) explech ' | lu,lids) 


由 于 |w(O) = 0, 从 而 w(7) = 0. 证 毕 . 

对 于 三 维 情况 ， 弱 解 的 唯一 性 尚 不 得 而 知 ,但 已 经 知道 ， 
强 解 是 唯一 的 . | | А 

定理 9.7.6 VQ c R 是 C 类 有 界 开 集 , teL (0 T;H) 
和 u, eV, BBZ K (9.7.34) 和 式 (9.7.35) 的 任何 属 
+L '(@0,T;D(A) rC „@,Т;У) 的 两 个 解 必 重 合 . 

证 证 明 过 程 和 定理 9.7.5 类 似 ， 由 估计 式 

la (wiu,,w)| < сї iw lu, | ды wl iw 


以 及 式 (9.7.38)( 利 用 Young 不 等 式 ) 给 出 
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Сөй «71,1, Пла, wP) 97.40) 
由 Gronwall 不 等 式 , A E | 
ICONS < IWON expC сд", 14и,1,4У) 
HF u EL” (0,T;V)(YL (0,T;D(4))， 因 此 上 式 积分 项 是 有 限 的 . 


由 于 w(0) =0， 所 以 2XY0 < í< Т, IWO, =0. 证 毕 . 
附注 ”如 果 利 用 另 一 种 估计 


1⁄2 3⁄2 
la Сви, wl < chwl, 1, lu,l, 


«Ан /2+ea lwi 
则 由 (9.7.38) 有 
£ Iw) < сд a, wl (90741) 
由 Gronwall 不 等 式 得 
(015 < IwO)l,exp(| сА lu,lids) 


因此 , 如果 u, sL (0,T;V), 则 唯一 性 定理 世 可 保证 . 


$98 吸引 子 


考察 N 一 $ 方 程 算 子 形式 


z + ¿Au + Виш) = f (9.8.1) 


ч(0) =u, i  @.8.2) 
我 们 已 经 知道 -Yu,eH， 总 存在 解 ui)eL” (0,7;Н) 
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ANL? 0,7;У).09.8.1), (9.8.2) 定义 了 一 个 算 子 50): H>H, fE 
49 5(0)а = u(i). 容易 证 明 S(7) 是 一 个 半 群 . 
定义 9.8.1 一 个 集合 c H 称 为 半 群 S(0 BJ PA AE 
集 了 如 果 | 
с SOLER Yiz0 (9.8.3) 
定义 9.8.2 ”一 个 集合 站 < H 称 为 半 群 8S(0 的 吸引 子 W 
RE 满足 下 列 性 质 
(1) У-У АТЖ; 
(2) ЖЕУ 的 一 个 开 邻 域 U， 使 得 Yu,eU， 当 :>% 
时 ，S(Ou — >, BR 
dist(S(Du ,2) 一 0, гә co Bf (9.8.4) 
这 里 dist(x, $) = inf d(x,y), d(x,y) ЖН tE x, y 的 距离 . 
rey 


h 


定义 9.8.3 ”站 一 致 吸引 一 个 集合 Bc U, 如果 
4(5‹)В Уу) 0, 41> ot} (9.8.5) 
ДЕ  d(B ,B )= sup inf d(x,y) 


定义 9.8.4 ШЕ) 是 一 个 紧 吸 引子 ， 它 吸引 了 中 的 任 一 
有 界 集合 ， 那 么 称 2 为 半 群 S(0) 的 全 局 吸引 子 . 

定义 9.8.5 设 工 是 H 的 一 个 子 集 , U 是 包含 的 一 个 开 
子 集 . ЯП оТ, ЖОЕ УЯ В 
HARER- хет ИЖАУ, M 

VB c U, ВУЖ, TEL (B) 使 得 

5008 <) Yı, (B) (9.8.6) 
шп= 2， 即 二 维 情 形 ， 定 理 9.7.2 和 9.7.5 告诉 我 们 ， 如 
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ЖЄН 5t XX ,u eH, 202,5 (9.8.1), (9.8.2) 存在 唯一 解 
usC (0, ТН)? (0,7;У) YT>0- 
ЖН аж i—u(t)e D(A) АТАК, 500): 一 ai) = "509, 
是 H 一 D(4) 的 连续 映照 Жа, eV, ЖА ` 
пєС (0,T:V NL’(0,T7:D(A4) YT>0 
R (9.8.0 та EH HAR, HAA a (uu) =0 得 


5 lal +Аш = (a) < Il, lal, (98.7) 
注意 4 ЖА 的 最 小 特征 值 和 (Aua)=lul, WI 
lal, «д. ul, YueV 


жо ID lal. «д U IL lul, < дш? газ лд, 
于 是 得 | 
| АЩ Ид (9.8.8) 


ај + дА lal? < NM 24, (89) 
由 经 典 的 Gronwall 不 等 式 有 | | 
lu < lu(o)l ехр(— 24,0) 
+ (Д2) IG — ехр(— 24,0) (9.8.10) 
由 此 得 | 
limsuplu(0), <р, р, = Z4 . (9.8.11) 
不 等 式 (9.8.10) 说 明 ， 车 记 B(0,p) X H 中 以 0 为 中 心 ， 
以 p 和 p 为 半径 的 球 M 8(0,p) EER SU 的 一 个 不 变 集 ， 
实际 上 | 
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ISu, | < p exp(— 421) + р(1-ехр(—434,))< р" 
并 且 当 p> р, 时 ， 这 些 际 是 吸收 集 . 实际 上 ， 若 令 B(O,R) 为 半 
径 为 R 的 球 ， 那 么 H 中 任 一 有 界 集 DD 必 包 含 在 B(0,R) 内 ， 因 
而 由 式 (9.8.10) 容易 推出 
S(OD < В(0,р) Vizi, 


ts =) log(R / (02 — р), В, >р, (9.3.12) 
另 一 方面 ， 由 (9.8.8) 积 分 后 得 
| ape < (Ал) INÈ + [щщ Yr>0 (9.8.13) 
利用 式 (9.8.11), 有 
limsup| aa Sr A 2 А2? (9814) 
` жа ер < BO,R), 1 之 1.， 那 么 Е 


t+r 
| oas < rim идд ра (9.8.15) 


现在 考察 Y 中 的 吸收 集 .为 此 ， 式 (9.8.1) 两 边 和 4u (ЕН 
р, ЕЖ (и, Аи) = (gradu’,gradu) = zi lul, 则 有 


14 

5513. + ¿l Aul, + а, (;u,4u) = (f,Au) (9.8.16) 
但 是 | 

(Aw < ИЙ ПА, < АА Z 4+ Ifl; /2 
又 由 je оо c ul; lul, Aul, 以 及 Young 不 等 式 


ab < ca” / p+ b° /ge ”, MNa,b,> 0; 1< p< co, 
а=р/(р— 1), р= 4/3, s= 4/3, q = 4, W| 
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la (u;u,Au)| < ¿|| Au / 4 + c2 ` ull? ш, 


因而 

“| + Ай4ш «2471! +2с1 lulu, (9.8.17) 
由 于 

lol, <å Mel, ери) ` (9.8.18) 
从 而 有 


21а + AA uË «2471012 + 2сд lule (9.8.19) 
为 了 得 到 lul, 的 估计 ， 我 们 需要 一 致 的 Gronwall 引 理 
引 理 9.8.1 Bg, h, у ÆU, ,+ о) ЕАР, 
得 y 在 (1,,+ oo) 上 也 是 局 部 可 积 ， 并 且 满足 


2 < gy +h үг 1. (9.8.20) 
1+7 t+r r+ 
| g(s)ds < а\, | h(s)ds < a,, | у(з)4з <sa,, VIR t, 
Г б : 
| (9.8.21) 
其 中 a ,, a, а,, ?是正 常数 , 那么 | 
| уа + т)<(а‚/ т+ а„)ехр(а) Мї®ї ~ (9.8.22) 


Е Ristis + ғ, Hexp(- 75 Ж (9.8.20) 两 
ш, 得 | 
d ` r z 
L O(s)exp(— | 66040) < hls)exp( | 040) < Мз) 
5 t + ñ А В 


再 从 s 到 :十 m 得 
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pety] 40) 


tr 


+d A(Darexp(| R(T)dT) 


< (y(s) + a ,)exp(a |) 
上 式 关于 s 从 1 到 4+r 积分 后 可 得 (9.8.22). 证 毕 ， 
现在 回 到 式 (9.8.19)， 了 到 
g=2c4 lulilal’, А = 247 01012, y= ш; 
再 利用 式 (9.8.10) 和 (9.8.15), 可 得 


p an а, =24 A, a, = ғ 


. -2 
a, = 2c4 p, а 


一 1 一 2 


a'i 


(9.8.23) 


3? 


山 式 (9.8.19) 种 (9.8.22) 得 
м < (a, / r + a )exp(a |), Маз +r 
其 中 上 由 (9.8.12) 确 定 ， 

HEr $p = (a,/Zr+a,j)exp(a ). D) B (0,р,) #1 V tF 
以 原点 为 中 心 ， 以 p， 为 半径 的 球 . 那么 容易 验证 ，B , (0,p ,) 是 
ZFPR S 在 V 中 的 吸收 集 ; 进而 设 p c H 为 任 一 有 界 集 ， 
IA 50р < 8,(0,p1)， 对 任何 1> г, +r 成立， 这 表明 在 VY 中 
存在 吸收 集 8,(0,p,). 而 半 群 SG) 对 于 大 的 :是 一 致 紧 的 ， 即 对 
任何 有 界 集 D 存在 :,， 使 得 U (DD 在 H 中 是 相对 紧 的 ， 


定理 9.8.1 设 H 是 一 个 度量 空间 , 60) Æ H > H 的 连续 
Ж, ЖАО 对 大 的 1 是 一 笋 紧 . 另外 设 U 为 一 开 集 В 
为 UU 的 有 和 界 集 ， 使 得 8 是 U 中 的 吸收 集 ， 闭 么 
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ФВ) = П Usog b 


是 一 个 紧 咀 引子 ， 它 吸引 口中 的 有 界 集 ПЕ U 中 最 大 吸引 
ЖЖ Н Ж Banach 空间 ， U 是 凸 的 连续 集 ， 那么 o(B) 也 

是 连通 的 . | 

证 首先 , 证 

引 理 9.8.2 Ш вен, В # Ф Пг, > 0, 集合 U 508 


EH ФАК, IWA о(в) 是 非 空 、 紧 和 不 变 的 . | 
证 Тва, RA U SGB 对 任何 * > 0 是 非 空 的 ， 


MmU SGB 是 非 空 紧 集 . 当 S 下 降 时 ， 它 是 增 岩 列 ， 它 们 的 


交集 等 于 oB), TE (В) 是 非 空 紧 集 . 因为 pew(8) 当 且 仅 当 
存在 一 个 序列 {9,} < 8， 使 得 当 ! 一 +oo 时 ， 有 | 
$(1„)Ф„—>фФ, п + 9% - (9.8.24) 
从 而 容易 验证 fr > 0, SoB) = o(B). 如 果 VsS(Oowo(B)， 那 
Z, = S(D)o, yew(8)， 利 用 半 群 性 质 及 连续 性 ， 有 
50050 Jo, = 50 + t )o, >So = 
从 而 Yewm(B)， 所 以 w(B) 是 一 个 不 变 集 ， 证 毕 . 
现在 回 到 定理 9.8.1 的 证 明 151] 9.8.2 可 知 (В) 是 非 
з, ， 紧 的 不 变 集 . 现在 证 明 w(B) 是 v 中 的 吸引 子 和 吸引 U 中 的 
有 界 集 ， 用 反 和 证 法 ， 设 DD 为 U 的 有 界 集 ， 当 1 一 二 
时 ，dist(S(0D)D,w(B)) 不 趋 于 零 ， 则 存在 5 > 0 和 序列 1 о, 
使 得 
dist(S(t )D, о(8)) 2 ó > 0 n 


对 每 个 n, 存在 b, e Di 

dist(S(1,)b,, oB) > 6/2>0 (9.8.25) 
出 于 8 ERER, REKI, $(ї „)р, SU, )b, HRF В. 
序 烈 (SC, )b 1 是 相对 紧 。, 故 至 少 存在 一 个 子 聚 点 5， | 使 得 

b= lim S(t, )5 一 lim SC —t)S(t Db, 


内 于 SG )b EB. beo(B), 这 与 (9.8.25) 相 矛盾 . 

为 了 证 明 o (B) 是 最 大 吸引 子 ， 设 Ec o(B) 是 一 个 大 的 有 
界 吸 引子 ， 那 么 因为 只 要 :1 充分 大 ，S(DE=-E cB (B 是 吸收 
Ж), 所 以 EcB， 从 而 w(E)=Ecw(B8).. .. - 

о(В) 的 连通 性 是 由 于 如 果 U ETH , Г о(В) 
是 紧 的 不 变 集 ， ERS RE. A o CB) 是 连通 的 (网 
Тетап[25]). 证 毕 . 

由 定理 9.8.1 和 以 前 的 讨论 ， 可 得 с 
定理 9.8.2 Z Navier-Stokes 方程 ШАЯЖ 
次 Dirichlet 边界 条 件 或 周期 边界 条 件 ， 那 么 它 对 应 的 半 群 算 子 
有 吸引 子 ， 这 个 吸引 子 在 H 中 是 紧 的 ， 单 连通 的 和 最 大 的 吸 
引 H 中 任 一 有 界 集 ， 它 同样 也 是 H 中 最 大 的 有 界 证 函 不 变 集 . 
在 以 后 的 讨论 中 ,Grashof 数 
=l LA 


是 很 重要 的 ， 由 它 可 以 定义 Reynolds 数 尺 = G" 
三 维 N-S 方程 具 能 证 明 在 一 个 确定 的 区 间 l [0,T,] 内 存在 强 
ж, ， 而 且 Sup lu(s)|, 是 有 界 的 . 因而 我 们 尚 不 能 证 明 吸 引子 的 


存在 . 另 一 方面 ， 当 T>T, 时， 在 [0,T] 内 存在 弱 解 ， 
在 [0,T,] 内, 强 解 与 弱 解 相等 . 现在 设 u,eV,feL (0,Т;Н) 


以 及 Reynolds 数 多 “固定 . 令 强 解 存在 的 最 大 时 间 区 间 为 
[0,T `] T ` =max{T> 0N-S 方 程 (9.8.1)，(9.8.2) 的 解 存在 
且 ueE  (0,T;V) YL (0,Т;р(А))}. 由 于 强 解 的 唯一 性 ， 如 果 T 
< oo ,那么 lim lu(()]|, = @%.suplu(/)|, < + © YT, < 


тет* 


7 ” .实际 上 ， 如 果 lim supllu(0|, < co， 由 此 对 于 充分 靠近 7 


r= r° 


É r, 100), < c， 这 里 c 是 一 个 适当 的 常数 ， 由 局 部 存在 性 
定理 ， 我 们 可 以 求 v(s)， 使 得 它 满足 式 (9.8.0 和 v(0) = u(z ) 
EV, WA vis) 是 式 (9.8.1) 10,7 ] 上 定义 的 强 解 T Ж 
5 Ifi, OI, = 10, 有 关 的 数 ， 也 就 是 可 以 选择 了 ” 邻 域 
的 一 个 1,， 使 1, >T ` 时 |u(t,) 上 有 界 . 如 果 T -1< 
Т,, RIAIT) = uls +), ü=u, W < T ' 成 立 .这 
REH, TARET” EH ue), (KATTAEN, T +I, 
>T `), кыт" HELTE. 这 就 是 说 ， 强 解 损失 光滑 性 的 
必要 条 件 是 1， |, 变 成 无 穷 大 . 

有 一 个 有 趣 的 结果 ， 如 果 三 维 Navier -Stokes 3 
F (9.8.1), (9.8.2) 的 解 WO 在 无 限 大 时 间 内 变 为 无 穷 大 ， 那 么 
存在 另外 的 解 和 ， 它 在 有 限时 间 内 ， 使 | 了 0)|， 变 成 无 限 大 : 

定理 9.8.3 HACR ЖС XER, ul) 是 三 维 Navier 
一 Stokes 方程 的 解 . 设 feH 与 时 间 无 关 . 如 对 任意 的 了 > 0,u(?) 
是 [0.7] 上 的 强 解 ，u(0) = ы У, ueL”(0,T;V)NL?(0,T; > 
D(A)), ШП. limsuplu(D)l， = 十 20. 那 么 对 任何 T, > 0， 存 在 v， 
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EV, N-S 方程 初 值 问题 v(0) = v 的 解 v 在 0<T,< +оо 
以 前 爆炸 ， 即 v 在 [0,7,] 上 不 是 强 解 . 
证 首先 应 用 (97.9). Ф: оо, кенш), -ao п 由 
式 (9.7.9) 可 以 求 出 a elt 一 rn， 1), 使 得 
(а Sk Tr +k,= k 
RE k, k, 是 两 个 相应 的 常数 ， 它 们 与 无关 ， 由 此 可 以 选 
取 ula ) 的 一 个 子 序 列 在 V ФЕ у у, жн 中 强 收敛 
Tv. ev G)=u(a, +s), ms) 为 


(й + Av + B(v,vy) = f 


(0) = у, 
的 解 ， 由 解 的 局 部 存在 性 定理 知 v(s) 是 [0,7 ЕНЩ, Т, 
=T (v|), ШТ, 依赖 于 vh, 


现在 我 们 征明 v 不 可 能 是 [0,T,] 上 的 强 解 .实际 上 ， 如 果 
不 然 , v 是 一 个 强 解 ， 作 w (s)= (5) – (s), A 


dw, f 

(a + iAw, + В(м „у) 十 B(v,w ) + B(w w) =0 
w (0) = v (0) -v 

| 有 


3⁄2 1/21. 


£ w КО + Ам о): <ом №, Twi, 


25 lw 


J 
< Ду + сй 1: / 2° 

这 里 用 了 
la (py ,0 < clol, м, 101, 


1/2) 1⁄2 
ш 


Yoy, BEY 


—368— 


从 而 有 

ы Ой, + Alw OP < сд мв h © (9.8.26) 
ЖС e 在 不 同 地 方 代表 不 同 的 意义 ， Ж а» (0р 这 一 项 后 ， 应 
用 Gronwall 不 等 式 ， 有 


Iw (012 < Iw Ol eo [| a ata) 


由 假设 ，| MO ds 是 有 限 的 ，v (0) v 在 H HRS. g 


所 有 的 csf0.7] w) # H 中 收敛 于 零 ， Ш-\угє[0,Т 1, 
lim w (0) = 0. 同 样 ， 由 于 


Iw OF Af w Ods < eaS (U ө nm 


有 imf” w) ds=0 
由 此 对 几乎 所 有 的 se[0,T,]， 有 [ме Сз), 一 0. 另 一 方面 ，ly (DI, 
< WO + ON < Ww OOF + hve or ; y = w (DI, +r ER 
te[0,T,]， 使 得 lw (Di < 1， 那 么 lv (l < 1+r+， 山 局 部 存在 
性 定理 9.7.4 知 ， 存 在 一 个 时 间 区 间 [or + T, ZET, 依赖 
Fy, If, 4 4， 但 与 无关， 使 得 
WO < УЗ + OW < VZO + el + 7)’) мезе + УЗ] 

设 

1= fre[0,T |]: 使 得 1im lw (ON = 01 
显然 ， 存 在 有 限 多 个 5s7 G= 12.) ТТ] 
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s Ut, &+Т,},Т, 由 定理 9.7.5 定义 ， 所 以 存在 


， 使 得 te[0.7) j> j, lv 91, < с. 但 是 由 于 
lv (t,— al, = ju(r )|, —> + %0 | 
所 以 lv (Dl, < с 是 不 可 能 的 ЭХ у [0.7 了 上 的 强 解 ， 
证 毕 . 
这 个 定理 说 明 ， 对 于 三 维 情形 ， 我 们 必须 研究 解 的 光滑 性 
和 奇异 性 问题 . 


$99 解 的 正则 性 和 奇异 性 


限于 考察 周期 性 边界 条 件 情 形 ， 首 先 ， 引 用 如 下 引 理 “ 
引 理 9.9.1 设 mv 是 两 个 有 限 和 
u= Yu, exp(2zi/ L <xk>) 


kez" 


v=} v exp(2zi / L < x,k >) 


它们 满足 u =0, v, =0 Z. =u_ o 9, =v, 
Çu, К) = 0, <v К = 0 
its > n /2 是 一 个 实数 ， 那么 成 立 ， 
14’ BU, < cL "NA al. 1 
Ys>n/2 (9.9.1) 


(+ )/2 vl 
o 


la (av, A WS eL TTO A ul ПАУ 
s>n/2+1 (9.9.2) 
IA’’ Bv) – Вц), < cla” uj lA vl, 
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s>n/2+1 | (9.9.3) 
现在 我 们 来 讨论 强 解 的 光滑 性 问题 . 设 n=3, 了 与 1 无 
X, LARM, A BE, іад [0,7] 上 的 强 解 
чє“ (0,7; VNL (0,7;0(4)) 
于 是 有 如 下 结果 f 
定理 9.9.1 设 s>3/2, n=3,u,eD(4 


/2 
©), fe 
s—1/2 


D(A ), uC) Ж (9.8.1), (9.8.2) 的 强 解 , DEL” OTA _ 
L (0,T;D(4))， 那 么 


иет, (0,T:D(A’ P YNL (0,T;p(A > )) 
证 由 引 理 9.9.1, s>n/2, KAIM A u F (9.8.1) EH A 
P NI 


5/2 


3/2 


s+l А s . 
l Pr d | "ul: + AMA 2 uË = Ааа (undu) 09.94) 
由 于 式 (9.9.1) 
а (wu A u) = (Bluu), Àu) = (4 ”” p(u,u),4 u) 
< [4° вал)! 1A’ ul, 
- ‹ s+ 
<eL T? NA ul 2 "l, 
<E” аы 9+2 ЛЕБЕГ 
: sl stl :-1 
ди ааа f 14 T ul, 
smi s+1 
<314 : f: +214 тй 


代 人 式 (9.9.4) 之 后 , 得 
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s+1 
TETTE ui; 
sel 
<E ara" EN i 095) 
5+1 
ЖЩ ЖАЙА + щі, 


^2 2 25—3 2 2 =l 2 
— 14 u C, А“ -IA 2 f 
7 d i <% 14 ЕСУ | КИИ l. 


анонса 
пата < A" u MeL | Па" ul? ds) 


2f" rl a 2c maf rz ,i 
+7 [4 2 [| „45 + exp(— L 14 чі, аз) 


由 此 推出 如 果 weL (0,T;D(4))， 则 ueL”(0,T;D (4 y. tm 
果 对 (9.9.5) 两 边 积分 ， 则 可 以 得 到 | 
1 s+ | t 5 一 | 
f {4 ауаз < la" u 12 + | 2 ja тга 


а 


25 
+ TL Е т; DAt?) йш] L? OT: D(A y 


所 以 ueL ` (0, TD(A 2 y. Ait, 我 们 有 
pi ue L° (0, Т;р(А* уу, 则 


+l 


usL (0.7;D(4 2 YAL” (0,T;D(A' “ (9.9.6) 
如 果 3/2<s<2， 则 


ueL (0,T:D(ANNL OTDA Y 
从 这 里 可 以 推出 , 如果 对 se[3 / 2.2], ЖЕҢЕҢ ЗЕТ БИЙ u eL (0, 


T; D(A”y, reL)(0, T; Р(А тув, Аа 
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+ 


2 1 , 
p fL (O,T;D(A : )), WẸ 56(2,5/ 2], 5 з 


eL” (0,T;p(a '” 
= s— 1⁄ 26 (3 / 2,2]. 因而 强 解 ueLz(0T;DC 2 y. 由 于 
з +1 1 


$ © 
z “5 t 从 (9.9.6) ЖЖ ue L ° (0,T;D 


+ > 


$ 
2, 
+1 


2 )), se (2,5 / 2], 依次 类 推 , 便 可 得 定理 


(4° DNL (0,T;D(4 
结论 . 证 毕 
定理 9.9.2 jkn=3,s>3⁄2,feD(A F), u єр(А'”?) 
那么 N - S 方程 始 值 问题 的 弱 解 ue L” (о,Т;н)(\т,'(0,т;у) ( 周 
期 边界 条 件 ) 属于 
L” (0,Т;р(А: 


s/2 


DALO, T;D(A' Y 
其 充分 必要 条 件 是 ueL (0T; D(A D 
证 当 s > 3/2 时 , 显然 
L” (0.T;D(4 NL OT; DA Y E L OTDA y 
反之 , 如 果 ueL“(0,T;D(4"“》), 利用 (9.8.17) 


4 ,2 2 -1,2 „—3 
ul, + A < 22 HI + eà 1, Nul? 


4/2 


ЖЕШ Аи | "后 应 用 Gronwall 引 理 


(| < lzexp(| сА ш“ ds) 


t t r 
+227! п! asexp(| сА щаз) (9.9.7) 
另 一 方面 ， 


t f 
№02) + | il4ul2as < lub +247 | ШИ 
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ee 


t 
+ АТ? шаші, m) 
从 而 


Ач 


2 


2 一 1 2 
rr pay Slu |, + 24 IH] 


L (0,7; H) 
+c) (ul m) ujta (9.9.8) 
(Hue L (0,T;V) = L (0,7;D(4 ))，(9.9.7) 和 (9.9.8) 告 诉 我 们 
пег“ (0,Т;р(А'” YAL’ (0,T;D(A)) | 
所 以 u 是 强 解 ,由 定理 9.9.1， 则 有 


z/2 


1⁄2 


ueL”(0,T;D(A4* DNL O,T;DA СТ?) 
证 毕 ， 

到 目前 为 止 ， 尚 不 知 什么 时 候 强 解 损失 正则 性 ， 但 是 我 们 
看 到 强 解 损失 正则 性 ， 只 有 在 U), 变 成 无 穷 时 才 发 生 ， 帆 于 
AE ul зот уу < +o， 所 以 弱 解 的 奇异 时 问 集 合 的 测度 是 
零 ， 更 加 准确 地 讲 弱 解 的 奇异 时 间 和 集合 有 不 大 于 1/2 
的 Hausdorff 维 数 . 
W M 是 一 个 度量 空间 的 紧 子 集 ，M 之 d 维 Hausdorff 测度 
定义 为 | 


пам) = іти (M) (9.9.9) 
其 中 
пм) = а Уг, Мс UB, В Ж Р г, < r 
度量 空间 中 之 开 球 } 
M 之 Hausdorff 维 数 定义 为 
а (М) = inffd > 0, не (М) = 0} (9.9.10) 
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现在 ， 我 们 来 考察 弱 解 的 奇异 时 间 集 合 . 为 简单 起 见 $ 
u EV, feH, u) 是 抽象 的 N-S 方 程 的 弱 解 ， 则 由 解 的 局 部 存 
在 唯一 定理 9.7.5 知 ul 是 正则 解 Вр 


Cs tT] 
мет,“ (t,t, +T V) E, t, +T, DA) 

T, 是 依赖 于 шг, 的 常数 ， 它 由 式 (9.7.28) 所 决定 

Та +А С АИЙ )»са+А А lG 0) (9.911) 
对 于 每 个 1，, uG), 是 有 限 的 ,Tc [0,7] 是 u 在 TT 上 正则 的 

最 大 区 域 ， 即 Tc[0,T]，t, eT， 对 任何 Jc I, ul, 

с У)? (1D(4)): 1 的 右 端 点 必须 是 开 的 ( 只 要 右 端 点 不 

是 )， 显 然 ， 最 多 存在 可 数 个 不 同类 型 的 这 类 区 问 r 


一 2 


meas([0,TIN U 1) = 0 
1=1 


这 是 由 iul on yy < + ©, 106,01, < © 对 几乎 所 有 的 1 成 
X. | 
设 7 是 7 中 之 一 ， 由 (9.9.11) 推出 Мт er, 
даж А) > едд а" 
这 里 b 是 /的 最 小 上 界 .从 而 得 
CE 


+")? (9.9.12) 
对 上 式 在 T 上 积分 ， 得 
Nl <k + ca 
对 于 j 求 和 后 
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T 
Уш «тва А шеа) < +® (9.9.13) 
1 о 
+ 
(а „Ь) CI c(a,b) 
Ш, а, b 是 奇异 时间， 特别 ma(b )|, = + oo 或 


lim 1и(2)1, = + co 


于 是 我 们 有 下 列 定理 : 

EH 9.93 Бож [0,7] 上 三 维 抽象 N- S 方程 的 弱 解 . BB 
么 存在 一 个 集合 Е, CNR, 1/24 Hausdorff WEEE , 
ЖЕЗ, u EM, BH 


© 


ul arne EL (0, Т. E,v)(YL, (CTN E;D(A)) 


0,Т[МЕ loc 
证 三 =[0.7TNU7 ,三 是 上 面 所 讨论 的 正则 最 大 区 间 ,7 
j=1 
表示 了 之 内 部 . 让 我 们 来 计算 EE 的 1/2 维 Hausdorff 测度 ， 这 
里 度量 空间 是 R, 令 m АЖ}. 
Е, =[0,TINUL, 


j= 


WAE, >E, 显然 五 ,也 可 以 表示 为 
Е, = UK”, CHIK ЖИП, TRER. 
因为 U7 的 Lebesque 测度 是 T, MMA K” 中 任 一 个 测度 不 


大 于 接触 它 的 7 之 测度 ， 然 而 区 间 7 (> m+ 1) 接触 到 天” 
因此 


NP =(j2m+1, I K w 


| #0)=(j2m+1l, I SK, } 
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龙 相 互 分 离 的 ， 用 |FI 来 记 F 之 Lebesque 测 庶 ， 那么 
IK”|< y> ГА 


жм 
(m) = 
如 此 IK," | < L N] =e, 


(m) 1⁄2 1⁄2 
IK, | < ll 


(m) 
ен, 


Уке 5 ri? =o (m >) 


Jəm+1 
由 于 UK 覆盖 已 ， 它 是 由 区 间 半 径 <e, /2 组 成 的 . 这 就 证 
明了 


н 
P me, /2 


(E) < ô„ = Zi 


у=т +1 


由 (9.9.13)，5 —0, Жн ` (E) = 0. 证 毕 . 


$ 9.10 .关于 粘性 消失 问题 


考察 
[л +AAut+ Buw = f (9.10.1) 
w0) =u, (9.10.2) 


设 边界 条 件 是 周期 性 条 件 , n = 2,3, /与 1 无 关 ， 设 
feD(A”’), u,eD(4” ), s> 1+n/2 
用 4 u 和 式 (9.10.10) 作 HI 内 积 , 利用 引 理 9.9.1， 则 
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La paul? + 214 ы" 
< lla" ul л, + cL "л! шр (9.10.3) 
定义 如 下 的 尺度 不 变量 
с=41 (9.10.4) 
уб) = А "ДА" uL 2 E 09.10.5) 
= ІГ t| ЧЇ, (9.10.6) 
对 式 (9.10.3) 乘 L”"”*4 ,得 | 
у) &&+суб)' - (9.10.7) 


、 #+1 3 + N 、 _ 
这 里 略 去 了 ANIA T ula L -并且 两 边 除 以 Vy 才 得 
到 (9.10.7)， 由 (9.10.7) 得 


(е су?) sl (9.10.8) 
ЖЕ(0,т) 299771 
arctan (А y(t) — arctan Je y(0) < Усвт 
如 采 
Мсет + arctan / © у) <x/2 (9.10.9) 
那么 


с с 
Jš ya < tan(V cg z + arctan | © (0) 


利用 熟悉 的 三 角 公 式 
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tan(V cy r) + JE y0) 


je 
і — tan(V cg z) z у(0) 
如 果 g = 0， 从 式 (9.10.8) 得 


© у(т)< 


А у(0) 
у) < 1 — сту(0) 


我 们 得 : g= 0 并 且 如 果 

ту(0)с< 1⁄2 
得 y(z) < 2y(0) 
这 就 意味 着 , 如 果 / 二 0, 并 且 ! 足 够 小 : 


(9.10.10) 


(9.10.11) 


(9.10.12) 
(9.10.13) 


(9.10.14) 


(9.10.15) 


(9.10.16) 
(9.10.17) 


-л/2-1 s/2 
cL TIA ul 
那么 Па" (ои, < 2 A” (0), 
条 件 (9.10.14) 与 粘性 无 关 ， 如 果 g 0, TARE ç > 0, 

使 得 

cy(O)t 1/2 

CgTEE 

那么 yG) < 2(2те + y(0)) 


_ 和 由 (9.10.18) 可 得 
la" Wl, < 41А 
只 要 /充分 小 


#/2 1+л/2—3 


«атда | L ; 
4c 


~ t458 
2273 2} 


£ 
大 1 4 
如 此 , 我 们 可 以 得 到 如 下 定理 


"Э, + 214 1, 


(9.10.18) 


(9.10.19) 


(9.10.20) 
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ЖЕ 9101 #8 1єр(4* ), u ер(4**), s> 1+n/2, п 


= 2,3， 边 界 条 件 是 以 蕊 为 周期 的 周期 性 边界 条 件 ， 那 么 存在 T 
> 0, T 由 式 (9.10.20) 右边 所 定义 和 的 ， 使 得 对 任何 4> 0， 对 应 
式 (9.10.1), (9.10.2) 的 解 u. 满足 (9.10.19). 

还 有 ， 如 果 s>3+n/2， 那 么 当 4 一 0 使 u， 


EL OT; DA г) 中 收敛 于 欧 拉 方程 


[a + B(v,v)= f (9.10.21) 
v0) = и, (9.10.22) 


А, 这 里 1+n/2r<s 一 2 
证 只 须 证 明定 理 的 后 半 部 ， 在 (9.10.1), (9.10.2) PE u, 
Mu, ПЖ А>, Фо =, – и, 于 是 有 


dt 
w(0) = 0 
PA wik АЙ, 利用 引 理 9.9.1 得 


14 r/2 
БЕТ, [4 


Га + Аж + B(w,u,) + B(u WwW) + B(w,w) = (и — 为 4u， 


+1 ғ/2 ,2 
wl? <А 7 u |4” wl, 


r/2 


r r/2 3 | 
+1л' wl, lA wh + a wh,) 


/2+1 r/2 
"оа [ЙА wl 


+ (и ~ АЛА 
由 于 +r 十 2 <s， 利 用 式 (9.10.19) 可 以 得 到 14 > 
la u П, 14” “ul 在 [0,7] 上 的 一 致 界 .在 上 式 两 边 


BRIA |, $ y=la wi, 得 


о 


r/2+1 
ul 


2 <kly+y +2 
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令 z= ye “ 则 有 


dz 2 
22 < Мі + MÀ 
С z | (9.10.23) 


z(0) = 0 
这 是 一 个 和 式 (9.10.7) 同 样 类 型 的 不 等 式 , 如 果 
дж — 9.1024) 
M T 
从 式 (9.10.18) 可 以 推出 
z(t) < 4TM 4, 1Є[0,Т)] (9.10.25) 
由 式 (9.10.25) 推 出 
Аа, — u, ÐI, < TMe“) (9.10.26) 


WST, ASe /(M T) un<h 
估计 式 (9.10.26) 允许 我 们 对 式 (9.10.1) 进行 极限 过 渡 ， 即 可 得 到 
所 需 结论 。 证 毕 。 


$59.11 非 齐 次 Dirichlet 边 界 条 件 问题 


在 定常 N-S 方 程 情形 ， 讨 论 了 非 齐 次 Dirichlet 边界 条 件 


ul = 9，90 与 ! 无 关 


那么 对 任何 e> 0， 存 在 一 个 BelH (M, div® = 0, | Ф • nds 
. И r 


=0, H. 


la (у;у, Ф)!“ хау; vex (9.11.1) 


令 au+g@ 为 N-S 方 程 的 解 ， 则 u 请 忠 


pe мылы ло онно соя. 
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ди 


+ gradp = f + ДАФ — (Ф • grad)® 
divu = 0 
и =0 
u(0) = u, 
它 的 变 分 形式 是 
求 usV，u(0) =u 使 得 


4 
T (u,v) + а, (u,v) + a (w пу) 


+а (Ó; щу) +a (ш Ф,у) 
= <Еү) wey: 
它 的 算 子 形 式 


d + AAu + B(u,u) + Ru = F, u(0) = u 


其 中 


< Ruy> =a (O;u,v) + а |(и;Ф,у) 


或 者 , R: УУ 
Ru = В(и,Ф) + В(Ф,и) 
而 
<Еу> = <6у> +a (Ф,у)— a (Ф;Ф,у) 
它 的 算 子 形式 FeV 
F=f+ ¿A@ ~ В(Ф,Ф) 
先 建立 一 个 抽象 的 结果 : 


s t (u • grad)u + (Ó + grad)u + (u • grad)Ọ® — ¿Au 


(9.11.2) 
(9.11.3) 
(9.11.4) 


(9.11.5) 


(9.11.6) 


(9.11.7) 


(9.11.8) 


(9.11.9) 


(9.11.10) 


定理 9.11.1 itu, €H, ГЄН, а(+, +): V x V—R 是 对 称 


正定 的 连续 的 双 线性 形式 
alu,u) > alul? 3Zuev 
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rp en a эке 


(9.11.11) 


对 应 的 线性 算 子 记 4: V—V , JBD(A)= [ucV, лиен) 
D4)cVvcHcY 


线性 算 子 R: Y 一 Y ， 它 也 是 D(4) 一 再 的 线性 映照 使 得 存 
在 9，0:e[0.1] 和 常数 c,，c,， > 0， 满 足 


{Ки <c, 1 Аш" YueD(4) (9.11.12) 

KRua)|<c,lu|'` |ш' 7° WueV (9.11.13) 
同时 也 有 | 

a(u,u) + (Киш) > plul? YueV, p>0 (9.11.14) 


而 双 线 性 连续 算 子 BO, +): V Xx V—ƏV 和 D(4) x DA) 
一 H 使 得 


(В(ц,у),у) = 0 SZuve v (9.11.15) 
K8(u,y),w)| < сш llul” [уйй]? ө!” 
ка ААА (9.11.16) 
18(0,%)1 + |B(v,u)| < c ПУ и 
VueV, Yrvep(4) (9.11.17) 
|B(u,v)| < elal" hal T’ [у]! дм 
ueV, ve p(A) (9.11.18) 


Жс, с, cs 为 正常 数 ，0,e[0,1], 1= 3,4,5. 1+ | 8 v Z 


数 , | .| 记 H 之 范 数 ,((，,*)) 记 V 之 内 积 ,，(。,.) 记 下 之 内 
R. 


那么 H 中 非 线性 发 展 方程 
[т +Adut+ B(u,u) + Ru = f (9.11.19) 
ul0) =u, (9.11.20) 
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存在 唯一 解 u: 
uec(0,T]; DAL OTN) YT>0 . (9.11.21) 
并 且 u 是 在 D(4) 中 关于 ! > 0 的 解析 函数 , 映照 >u) = Sou, 
是 H 到 D(4), t > 0 的 连续 映照 . 
如 果 u ,eV， 那 么 解 u 满 足 


ueC(O,TEV YL (0,T;D(4), YT>0 (9.11.22) 

证 ”证 明 方法 类 似 于 齐 次 边界 条 件 情 形 N - 5 方程 弱 解 与 强 
解 存在 性 的 证 明 ， 作 为 练习 留 给 读者 。 

хттандиуе (9.11.19), (9.11. 20), 同样 存在 H 中 
和 VV 中 的 吸收 集 ， 

定理 9.11.2 шет 9.11.1 假设 成 立 ， 则 动力 系 
% (9.11.19) 具有 一 个 吸引 子 ); 它 在 H 中 是 紧 的 ， 单 连通 和 极 
大 的 ， 吸引 H 中 的 有 界 集 ， 它 也 是 H 中 最 大 的 有 界 的 泛 函 不 

证 ”人 先 对 (9.11.19) 两 边 和 u 做 内 积 ШР (9.11.15) 有 


了 + a(u,u) + (Кум) = (fu) (9.11.23) 
存在 c 使 得 
{| < сш, Vue v; lull < c lAul, Vuep(a) (9.11.24) 


利用 (9.11.14) 和 


(fu) < {ш < c, їшї < É Jul +56 Е 


d 2 2 сє 2 
q ul + plu l< 10 (9.11.25) 


这 个 不 等 式 与 (9.8.8) 相 类 似 ， 因 此 可 以 用 $ 9.8 中 间 样 方法 ， 
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证 明 存 在 一 个 有 界 集 D， 它 吸收 H 的 有 界 集 . 
为 了 证 明 V 中 吸收 集 的 存在 性 ， 则 利用 Au 与 (9.11.19) 
EHAR, 利用 


得 f | 
Ld аа, и) + Mul? = = (6,4 u) — (B(u,u), Au) — (Ru, Аш 
因为 


3⁄2 


(LAW < IfijAul < :lo + 


再 利用 (9.11.12) 和 (9.11. 18) 和 Young TÆR a? < <5а P 
+ les pp’, Lalan 得 
q p q 


(Ru,4u)| < \Кш\Аш < c lul T Au spia +c, lal? 


2—20 


(Bluu), Au) <, Ш lal? АЫ" 


< Пац +e 1122501 —0,) 
因而 ~ 
Salu, u) + Aul? < 21° + 2e, ah? +e lalt” 7099 


对 右 端 第 二 项 再 利用 Young 不 等 式 ， 分 别 归并 到 第 一 项 和 第 三 
项 后 ， 则 所 得 的 不 等 式 与 (9.8.17) 相 类 似 ， 故 同样 可 以 证 明 吸 
收集 的 存在 .证 毕 . | 

:现在 我 们 加 到 非 齐 次 Dirichlet 边界 条 件 情形 ¿ H 
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#а|(+;+ ) 可 以 取 如 下 估计 (对 n=2) 
ull ?Hull vl 171 wd, 
YueH'(0)’, veH2 (Q? Маже (0)? 
hahi? hols vl wl» 
А 
абш wm| sc w ИТ? | м? 9” "= (0). 9.1126) 
Має (0), уєН'(0)°, тєн (OQ) 


1⁄2 1⁄2 1⁄2 1⁄2 
[ий al, vl iwl, Twi, 


YuvweH (Q) 
现在 我 们 来 验证 定理 9.11.1 的 假设 是 否 对 (9.11.6) 满足 А 
此 ， 从 (9.11.1) 和 (9.11.7) 可 知 ，(9.11.14) 得 到 满足 . 
而 (9.11.15) 自然 满足 ， 另 外 
KRu,w)| = la (u;0,w) + а (Фм) (利用 9.11.26) 


< сш! ul ol 161; wi, 
їчї Jul, “ЇЇ, 
BB {кий < elo lol, llul, ul, 


1⁄2 1⁄2 1⁄2 1⁄2 


+ cll, ol, 


1/2 1⁄2 1⁄2 1⁄2 
l HAI, 


+ сф, lol, 
因为 上 .中 与 上. 在 V hf 144 004) 中 与 ul, ж, 
故 (9.11.12) 得 到 满足 RER Ө =1/2. 
利用 a,(®;u,u) = 0， 则 从 (9.11.26) 最 后 一 个 不 等 式 
Ж (Ruu) < єсїш lul, lol ， 故 取 9, =0 便 可 知 (9.11.13) 得 到 
满足 。 


lu 
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(9.11.16) 中 取 0, =1⁄2, ДАРДА (9.11.26) 的 最 后 不 等 式 
得 到 ; 

(9.11.17) 中 取 0,=1/2, ШАД (9.11.26) 的 前 两 个 不 等 
式 得 到 ; 

(9.11.18) 中 取 0, =1/2, ДЕ (9.11.26) 中 最 后 一 个 不 等 


式 。 

到 此 ， 我 们 全 部 验证 了 ， 对 于 (9.11.6)， 定 理 9.11.1 的 所 有 
条 件 都 满足 (n = 2)， 所 以 解 的 存在 唯一 及 吸引 子 的 存在 ， 均 有 
定理 9.11.1 和 9.11.2 保证。 | 

至 于 ”= 3 情形 ， 则 同样 必须 研究 解 的 正则 性 问题 和 奇异 性 
问题 。 


§ 9.12 Navier- Stokes 方 程 解 的 渐 近 行为 


N-S 方程 的 渐 近 行为 (一 + o)， 在 不 同 的 Reynolds Ж 
+, 是 大 不 一 样 的 。 在 8$9.10，$9.11 中 ， 我 们 知道 ， 在 
大 Reynolds 数 下 ， 解 的 渐 近 行为 表现 在 一 个 吸引 子 结构 上 (л 
= 2)， 而 在 小 Reynolds 数 之 下 ， 发 展 的 N-S 方 程 的 解 的 渐 近 
行为 表现 在 趋 于 定常 解 的 结构 上 。 同 时 ， 我 们 还 要 知道 ， 是 否 可 
找到 一 个 节点 集 E = {х^ A= 1.2. N}, уо 
BF, щхы)—ё“, (2) 在 多 大 程度 上 能 描述 解 的 渐 近 行为 ? E] 
й, ЗП а (щ(х 0) — v(x D= 0， 共 中 wy E N -S$ 方程 的 
解 ， 那 么 是 否 能 推出 lim (ибх, 0) — ж(х,0)) = 07 尤其 是 ， 设 


是 N-S 方 程 唯一 定常 解 ， 那 么 limtux4.D)-a_ (x2))=0, A 


一 387 一 


= 1,2;5*,М, ERRA lim (u(x,) — u (x) = 0, а.е. ёхе0? 


为 了 描述 节点 集 E, 的 “密度 ”， 我 们 需要 引入 下 面 的 量 
жа, 即 u 


а(х) = min |x — x. | мхео x 09.12.1) 
它 描述 了 O 7 жх АЖ Е 的 最 小 距离 Hu 
I d; = = maxd Кез. | - (9.12.2) 


We 
中 的 任 一 个 点 x， 至 少 存在 E. 中 的 一 个 点 x ， 使 得 x 落 在 以 


х* 为 中 心 ， 以 8 为 半径 的 球 内 ， 换 句 话说， 以 {x“,A 
=1,2 N) 为 中 心 Дех N ARAH T OQ, 

我 们 已 经 知道 ， 如 果 Re 很 小 ， 那 么 定常 解 是 唯一 的 ; T 
则 ， 可 能 出 很 多 个 定常 解 。 我 们 要 问 ， 如 果 定 常 解 不 唯一 ， 那 么 
要 多 少 个 节点 能 铝 唯 一 一 刻画 一 个 定常 解 ? 为 回答 这 个 问题 ， 先 
建立 几 个 引 理 。 

引 理 9.12.! YweD(4)， 成 立 


1⁄2 


lil — 91233) 


iwl, S max и) + сау 
Iwll, < c max Iw") + са (Ам, (9.12.4) 
Iwl, <c max wx 4; сау ТА wl, (9.12.5) 


GAKN 


证 设 n=2 或 3， ЖАН Q) c C"! анонаее жий 
# 2 ц], айа siwa 同时 'D(4) 


c(H (9)", JA «1 与 上 小 是 等 价 的 ， 所 以 存在 常数 c 使 得 
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1⁄2 


Wwa wos c|x у Awl, `x,yeQ, we p(a) 
尤其 f . 
Iwo) < |w(x)| + clx = x 


对 任何 xeQ， 存 在 x /使 得 |x x <d. 因而 由 (9.2.6) 推出 
式 (9.12.3). 记 


[Аз], (9.12.6) 


(w) = тах lw(x °) 


那么 由 式 (9.12.6) 得 
IWE)? < 20909) + 2ed? Aw ` 
上 式 两 边 积 分 后 ,就 可 以 得 到 式 (9.12.4)。 
”利用 插入 不 等 式 
lol < clol!” 


1⁄2 


lol,” yeH (О) 


所 以 
Iwl, sclwl law мерси) 


lwl < clwl ,Awl,) < elw) + са, Awl Ае, 


< cn(wlAw), + cq | Aw] 


1⁄2 2 -1/4 1⁄4 


<c(d, y /4+2d, @/2)4; lAwl, 


+a 1412) 


1⁄4 
即 lwl, «оа а, 14м] ) 
这 就 是 式 (9.12.5). 证 毕 . 

另外 ， 注 意 式 (9.3.31), (9.3.32) 5% (9.3.37), (9.3.38), А, 


= ора /2+d 4wl 
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їлөї її, 
lol, А, 
E 9.12.1 设 u 和 v 为 NS 方程 的 两 个 定常 解 


IB), <<] море DCA) 


ААй + Bluu) = f i (9.12.7) 
ААу + Biy) = f (9.12.8) 
使 得 u(x)= (х) A=12…N (9.12.9) 


那么 , 如果 <4 AF85, 即 
d, <а( 4,0) E= cQ HM, +A AT T (9.12.10) 
Кто У, д, Оне, 则 有 u = v 
证 k w=u- v, 那么 由 式 (9.12.7), (9.12.8) 和 (9.12.6) 有 
AAw + B(u,w) + B(w,v) = 0 
Allawi, < IB(u,w)||, + BCI, 
сө (Аш +l vll.) (9.12.11) 
因为 
中 一 max |w(x `) =0 
故 从 式 (9.12.5) 得 


1⁄4 


Iwl, < ea “lAwl, (9.12.12) 
将 式 (9.12.12) 代 入 (9.12.11) 得 
(4-4, (lAul,+lAvl Аж, < 0 (9.12.13). 
毫 无 疑问， 如果 
1⁄4 


4 一 cl + Ау} dy > 0 (9.12.14) 
则 从 式 (9.12.13) 推 出 14wll, = 0, їйїп = v. 
根据 式 (9.3.44)， 分 别 取 s, =0, 5 =1 8s, =0, s,=0, s, 

= 2， 并 利用 
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Алый, < ИЙ, + IB(uanil, < t|, + elal? а? 
应 用 Young 不 等 式 , 得 

MAul, < ИЙ, + ДАр /2+e lul} /22 
然而 , u E N-S 方程 的 解 ， 故 lul, < 4 |. 


-1,-1⁄2 


<, 1 СМ, Аш 
ia <22 Hl, Ад c lI (9.12.15) 
对 于 |4v ,有 同样 的 估计 。 所 以 如 果 


1⁄4 2, —5. —3⁄2 


сй, (AA ifi, +2c 4 А) <А (9.12.16) 
那么 式 (9.12.14) 自 然 得 到 满足 ， 式 (9.12.16) 也 可 表示 为 
dy SATIN, БАА) Ea 
MA, REA (9.12.10) 得 到 满足 ， 那 么 由 式 (9.12.9) 可 以 推 
H u= у. EFE. 
现在 ， 我 们 研究 ， 在 怎样 情况 下 ， 非 定常 的 Navier 
-Stokes 方程 的 解 nuD， 当 :一 oo 趋 于 定常 解 u 


定理 9.12.2 ROER 中 有 界 开 集 ， 具 有 Lipschitz 边 
R, ， 考 察 齐 次 Dirichlet 边 值 条 件 或 周期 性 边 值 条 件 чен 
与 上 无 关 u, EH， 如果 
со", +З | <1 (9.12.17) 
成 立 ， 则 定常 的 Navier- Stokes 方程 的 解 是 唯一 的 ， 记 为 u。， 
而 非 定常 的 Navier - Stokes 方程 的 解 u(?) 满足 
іти) =u, 在 H 内 (9.12.18) 


i= 


证 设 w(=u0 一 au， 那么 
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maram th ee re ee- 


dx +AAw + B(w) — Blu, w) = 


Lw EH NË, ЖП (9.2.24) 和 (9.3.17) 可 以 得 到 


1 A 
Уш WR + AWON + a, бем) — a, (uy жу) =Q 


FE IWON + AWO = — a (нбс, м0) 


ООК Aun i, 
利用 Young 不 等 式 右 端 小 于 
Аж) / 2+ сї NAu А 
从 而 得 到 
Sw OF + АО < ea ОТЕ Аи * (9.12.19) 
注意 4 IWON? < (ОГ, ЯВА 
= 1⁄3 4⁄3 


Iw + 04, = сд {Аи hé wO? <0 (9.12.20) 


дж: 
4/3 


u= — c "Ан 1, (9.12.21) 


那么 1w(D1 урен за wa =u =a. 34 f> 
НЕ, A lwo, 一 0， 因 此 

u(1) 一 ,1 一 ， 在 HH 内 成 立 的 充分 条 件 是 式 (9.12.21), 
把 式 (9.12.15) 代入 式 (9.12.21) 得 


-3/4„—17/8 


с САН +4 


设 N-S 方 程 存在 另外 一 个 定常 解 u Ew =u —us. 
和 上 面 推导 一 样 ， 可 以 得 到 式 (9.12.20)， 由 于 (9.12.21) 有 


一 974 ЛЕТИ 1) < <1 
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ulu, 一 ml 0 5 (91222) 
由 于 /> 0, Tu, =и ШЫ 2 - 
我 们 定义 线性 连续 算 了 E:D(4) 一 H _ 
(Еф) =p) + а Gah) + a Map). | 
esp (91223) 
E 的 对 偶 算 子 刀 : D(4) 一 H 
(E` фу) = А(Аф„)-+а|(бф;а„,ф)-Ка,(и„;ф,ф) 一 
Мое р(А) ' © “(9.12.24) 
定理 9.12.3 ”如 果 对 称 算 子 (ЕНЕ) / 2 所 有 的 特征 值 大 于 
零 ， 那 么 对 应 的 NS 方程 定常 解 nu 是 唯一 的 ， 而 非 定常 
жоо) а ИНН 
limul) =u, (9.12.25) 


t 0 


证 同样 令 w(D) =) и, 那么 . 


а + 14w + B(u,u) – Bü. ш.) = 0 
dw 
T t Ew + ВО) = 0 


所 以 ， 和 w 作 HH 内 积 后 得 
14 2 1/ _ 
29} iwol, + (Ew,w) =0 | 
同样 容易 证 
ld 2 e _ ` 
zg; WOL + (Е w,w) 0 


故 了 Iw ON +(Е - Е”)»/2мж)=0 
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由 于 (E+ Е”)/ 2 所 有 特征 值 均 为 正 的 , O< u <u, WA 


ld 2 2 
EWON + д 1901? <0 


IWON? < wO 2ехр(— 2, D) 


因为 w(0) =, 一 us， 所 以 limlw(D1。= 0， 唯 一 性 证 明 与 定 


H 9.12.2 相同 HEE. 


EM 9.12.4 W Navier - Stokes 方程 存在 强 解 useL (0, 


oo;D(4))a eL (0,co H) : ' 


dt 
u(0)= u, 
它 满足 


suphu(D| Sa, suplAul, <e, 
1>0 >а 


另外 , г EH EA 
іт 1—11, = 0 


r—_ 


在 节点 集 E， 上 , 只 要 有 

dv<P 
ОАЖ | 
limu(x ,i) =£ је 12,5% 
那么 定常 的 NS 方程 

f AAu+ Bl(uu) = f _ 
存在 唯一 解 u。, HE 
u (x) = ë! 
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PE sa ханынын ые re crocs 


[а +AAu+ B(uu)= 00) feL” (0, H) 


(9.12.26) 
(9.12.27) 


(9.12.28) 
(9.12.29) 


(9.12.30) 
(9.12.31) ` 
(9.12.32) 


(9.12.33) 


lim lu) — и, l, = 0, limsuplu() —u |= 0 (9.12.34) 


证 ®йх—ЖЕЙЖЖЕА, tr, BEO, E 
一 上 上 十》 
уб) = u(t + s), g(t) = КЕ s), WA 


z + Av + B(v,) = р(0) (9.12.35) 
ж = д — ү, 那么 
а" + дАж + B(uw) + B(w) = f — g (9.12.36) 


对 (9.12.36) 两 边 和 Aw 做 H 内 积 ,那么 
LE (оі + дан, 
= — а (шж, dw) — a (w;v,Aw) + (f — g,Aw) 
利用 schwartz 不 等 式 
Kf- gAw)i< 10—611, lAwl, < 
共 中 6 > 0, 而 


la, (ууж, Aw)| < clAwl, Aul, Iw, 


la (w;iv,Aw)| < с] Ау Iwi Awi, 


_1_ 


2 2 
goz 10—81: +041, 


从 而 


d 2 2 1 2 
T WO), +40 — 9141, < sz f- 81, 


+ (1401, + ПАУ Dwi ПА, 

因为 wy 基 (0,oo) 上 的 强 解 ， 利 用 假设 (9.12.28)， 则 
14 _1_ 
2 dt 462 
+a wl 1411, . (9.12.37) 


1 
2 
№01, + X1— ll Awl < 


If- gl? + ela, 
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?CD = max (х ) 


а 1<;/<N 
那么 
WL, са + аж) 
cla, +a, wl Awl, < с(а„ ам, + dy Awi) 
1⁄4 2a n ? 
< (48+ сау Aw? +" 
代入 (9.12.37) ` 
TE wli + G — 26, = edy Лан]? < <q" s gi 
, | 
-1/2 2 
+14 (9.12.38) 
ПЖ бз : Lins 
| к= А- сау‘ >0 09.12.39) 
并 选取 5 使 得 | 
2l, s< H | 
285 = уй, = (9.12.40) 
那么 (9.12.38) 给 出 
Liw + uAw <h (9.12.41) 
=} Jf- 69477 = (9.12.42) 
26. 8 。 2и т 


实际 上 


_ 1 _ А a -1/2 
к) = 57 ШӨ! ш) +24 . 


那么 当 1 э + 0, ASO, KN e> 0 存在 二 
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max lu(x! ,) —щх/ J 
I< XN 


={ (e) 使 


得 -Ver >21 ж 
BOET 
因此 Yt> r. t =t+s>t, 有 
моло <e 
由 Gronwall 引 理 得 
Oh < wa l ехр(— дд G — £.) 
E 
tia а ў) 
或 等 价 地 f f 
№0) – ыб 012 < Iwe MW expl- ил G — t.) 


+ дг (1—ехр(— дд, (2—2) 09.12.43) 


_ 
HÀ. 
由 于 任意 小 ЕКЕ ДАФ, ЛИД uO У PH e> + 
时 是 Cauchy 点 列 ， 它 的 极限 记 为 п. 

IH (9.12.28), 1 + ©, u() E DA PER, ШЕН" g 
ERRA C(Q) MH (OCH ERRA, тъ) СО)" 
中 相对 紧 . 另 一 方面 ， 在 V 中 当 i> +o, >u, Rike 
也 是 一 致 的 ， 从 而 由 (9.12.31) 有 | 


lim suplu(?) — (2) < (9.12.44) 
TY 一 0 


u(x) EE j=1,2 N (9.12.45) 
对 (9.12.26) 进 行 极 限 过 渡 ， 便 得 到 
¿Au, +B(u,u )= f. (9.12.46) 
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由 定理 9.12.1， 如 果 4 ， 也 满足 (9.12.10)， 那 么 满足 (9.12.45) 
的 (9.12.46) 的 解 是 唯一 的 ， 所 以 芳 取 

B= тіп (с 1), eT U, + AT AT Ir Y (912.47) 
则 如 果 dy 满足 (9.12.30)， 则 必 满 足 (9.12.10) 和 (9.12.39)， 从 而 
定理 得 证 . 

定理 9.12.5 设 f,geL” (0,00 ,Н), ы, у eV, JE 


“= + ¿Au + B(u,u) = f, u(0) = u (9.12.48) 
dv : 
PA + ¿Ay + B(v,vy) = g, v(0) = Y, (9.12.49) 


分 别 存 在 强 解 u,veL (0, о0,0(4)), w v eL2(0,%o H), ЗЕЙ 
是 (9.12.28), 如 果 


lim ЕСЕ) — gO, 一 :0 (9.12.50) 
limlu(x г) — v(x |= 0 j= 1,2,N (9.12.51) 
那么 存在 常数 ? 
d, <? (9.12.52) 
就 有 
lim |u(x ,中 一 ү(х,91, = 0 (9.12,53) 
lim $ир |ц(х,/) — y(x, D| = 0 (9.12.54) 
tas Q 


2м + ААЖ + B(u,w)+ 2(м,у) = f — р 


两 边 和 4w 作 内 积 之 后 ， 则 
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= = + 
2 WON + Дан" 


= (f — р,4№) – 


FRO. 12.18) 之 后 , 则 有 


а (uyw,Aw)— a ‚Се; Aw) 
< If- gl, ПА, + слы, 


+ АУ) Awi, 


F. КАМКОР + АА < Ҥ— р lawl, +clwl Аі, 
和 以 前 一 样 ， 不 同 地 方 出 现 的 <， 代表 不 同 的 意义 ， 设 5> 0 为 
任意 的 
lf- gl lAwl, < бу] А» + ат 81" 
再 利用 (9.12.5) 
сім Awl, scody Ам, + a А2) 
| 2 „1/2 
< (44+ edy "ПА +z! |4, 
最 后 有 
чє + (22(1 — 28) —2са\/*)ї Awl? 
2 ‚1/2 
gz- gl, +2271 на, (9.12.55) 
如 采 
дса‘ >0 (9.12.56) 
=(¿— ca )/ 42, 那么 
4= 241 一 25) 一 2cd “>0 (9.12.57) 
故 有 
ZWO + pa W? <h (9.12.58) 
—399— 


2 ,1/1 


= АБ — £ 
h= 2 М gl +a" ? d, (9.12.59) 
hiz, ал(г) = 0， 所 以 
(| = lu(z) — vO —0, t— + оо (9.12.60) 


WAECO PRATE, ERRARE 9.12.4 相似 ， 
证 毕 . 

定理 9.12.5 08, N-S 方程 解 的 渐 近 行为 可 以 由 有 限 个 节 
点 值 所 决定 . 这 一 点 和 吸引 子 有 有 限 维 Hausdorff 维 数 是 相关 联 
的 . 
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第 十 章 ”在 数学 物理 中 的 应 用 


”本 章 龙 把 在 第 五 、 六 、 七 、 八 章 中 所 建立 的 理论 应 用 到 弹性 
力学 、 电 磁场 以 及 量子 力学 等 领域 中 去 . 


8 10.1 在 弹性 力学 中 的 应 用 


1. 本 构 关系 
在 线性 弹性 力学 中 ， 应 力 张 量 c, o "(i,j= 12,3) 和 变形 张 
Eep 8 j= 1,2,3) 服从 Нооке 定律 | 
e UE R оа = Ea (10.1.1) 
这 里 E” E a 是 材料 弹性 系数 张 量 ， 服 从 张 量变 化 规律 Н. 
| Ej = 8.8, 8 8 E” 
共 中 (с) 为 协 变 度量 张 量 , 在 直角 坐标 系 中 &，= ó б 
为 Kronecker 记号 . 在 各 向 同性 介质 Дт, Epu 具有 对 称 性 
Е = E = Е 


ijki ЖК klij 


ij 


和 正定 性 
Еос“ 2х, с'а, x > 0 Vo; (10.1.2) 
在 非 均匀 介质 中 E = E0) 在 均匀 介质 E ЕЖ. 
由 (10.1.2) 式 可 知 ，E,,, RATAM E ДВО, 
并 卫 同 样 具有 对 称 性 


—01— . 


Cr 


和 正定 性 


ук. 


Е Ерба? aE E”, a, > 0 ХЕ 
从 而 记 4 = min(e ,a,), WMA 
ijkl ij 
E” 8 8 2 98,8 (10.1.3) 
Eg с 2 ao o" (10.1.4) 
对 于 各 向 同性 和 均匀 介质 
ua — два" + ще е” + gg 
Jtt åA, p% Lame 系数 ， 而 Hooke 定律 可 表示 为 
= åtr(e)ô + 24, (10.1.5) 
tr() = рє =g в, (о) = 0 = g о, (10.1.6) 
”那么 tr(o) = (35. + 24)tr(e) (10.1.7) 
而 (10.1.5) 式 的 着 关系 是 
. 8 = G 2и — A¿tr(o)ó / (32 + 2и) (10.1.8) 


这 里 si = (V u, + V и) 2 ARERR, u 为 位 移 
А, У 为 协 变 导数 . 
ЖТА ЕБ E 和 .Poisson № у, EARE k. 那么 
Зк = ЗА+ 28, E= (32 + 24) / (А + и), 


| у= 4/2(4 + и) (10.1.9) 
或 
k=i+24/3, A=7E/(l+v)( — 2), 
р=С=Е/2(1+ у) (10.1.10) 
于 是 
s = (1 + v)o Е — vur(a)ó , / E (10.1.11) 


i. Es, (П + v) + rEtr(e)6,,/ (1 + у)(1 — 20) (10.1.12) 
由 物理 意义 上 > 0, z > 0, 则 | 
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сє 2 0 

如 果 记 0o = {с,\0,ј= 1,2,3), в = {e lG, = 1,2,3), WBA (10.1.11) 
ЖД (10.1.12) 可 以 表示 为 

o= Ав(и), z(u) = À со (10.1.13) 
并 且 ， 成 立 如 下 定理 : 

定理 10.1.1 IAHE E E 和 Poisson у 满足 

E>0, 0<у<1/2 ` (10.1.14) 
那么 由 (10.1.13) 所 定义 的 弹性 模 量 算 子 4 是 可 逆 的 ， 并 卫 满 足 
下 列强 制 不 等 式 : 存在 c,=c,(v,E)> 0(i = 0,1,2), Ут 
ew, # 


| (4 'Ordx > e 11 о (10.1.15) 
[ (Ат)тах > с П (10.1.16) 
na 

ltl a 2,141, (10.1.17) 

共 中 Co6omneB 空 间 W 为 
у= (с: t EL (Ot =t i j= 12,3) (10.1.18) 
lia = У le ia (10.1.19) 

ы=1 
2. 方程 和 边界 条 件 
静 弹 性 力学 的 平衡 方程 是 

— diva = f (10.1.20) 


这 里 divo = {М аі = 1,2,3) 为 二 阶 张 量 的 散 度 RA Нооке 
定律 后 ， 得 到 关于 位 移 u 的 Navier- Lame 方程 
(2 + р)вгай divu + HAu+f=0 (10.1.21) 


WQ cC R'(n=2, 3) 是 有 界 区 域 . T= 为 共 边 界 , 工 
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=r Ur, TOT 2%, ДГ, 为 给 出 位 移 的 边界 部 分 ， 
fi T ,为 给 出 面 力 的 边界 部 分 
ul, =u (10.1.22) 
{оп} =g, = 1,2,3 
г; 
为 了 方便 , 引入 记号 
А =o n'n = nn, (10.1.23) 
с, = fa > = 122,3}, о, = тп 一 сп, (10.1.24) 
u mun, u =и—и,п (10.1.25) 
由 此 , 经 常用 到 下 列 各 式 
| б (u)n р, = (c! + п )ь, = в“, + onv, 
= o'v, +o", 
这 里 用 到 指标 上 升 规律 ， 即 
с‘ = oan, 一 єп, g b= o'l, +n) = ov, + o'n, 


| t ti ij í ij 
on=on =(т n, —o n )n, =o nn —o =0 
i j n i i j n 


故 
o (Wn e 一 с'о, +o, (10.1.26) 
3. Galerkin 变 分 
首先 证 明 下 列 Green 公式 
引 理 10.1.1 
(— divc,v)-= B(u,v) отча (10.1.27) 


Ж divo = {V с, i= 1,2,3) 
спу =. п Pi 
一 404 一 


B(u,v) = (oa(u), c(Y)) = (А (и), 2(у)) (10.1.28) 
(шу) = | o e (Wax 
证 ”利用 应 力 张 量 和 应 变 张 呈 的 对 称 性 a” = 0", fi 
—{divo)y= — V w” + UV Pi 
= — div(vo(u)) + c(u)£e(v) | 
利用 Gauss 定 理 , 有 | 
— (diva) = (абш), (у) — | on pds. 
r 


Е. 
利用 (10.1.26), WH (10.1.23) 可 表示 为 
(— dive,vy)= B(u,v) 一 | (cu， + © v ds (10.1.29) 
r 
利用 (10.1.15) 和 (10.1.16), W 
B(u,u) = (Ac(u),e(u)) > аеш) (10.1.30) 
Bu = (s,Á ` `a) > alon (10.1.31) 


从 而 有 

引 理 10.1.2 由 (10.1.28) 所 定义 的 B( + ,-) 2k W x W > R 
的 连续 双 线 性 形式 HHE W 强制 的 . 

引入 基本 空间 | 
р-у = (н'(0))", do6U=6V=(H (7T)’, у: U 
500, у’: У дУ,Кег(у) = Ker(y`)= (Н.(0)", П: U — ëU 
连续 投影 算 子 ， II, = 了 7 了- Пу = Пу, y, = П,у 
又 令 

HY (rT)={ alr ; 9eH (Г)} 
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/ 
нг) = { gle : geH ° 


(r.))” 
ôU, =7,U =(Н'^(г,))” 
U = Ker(y,) = {ve (H (0))”: vlr, =0} 


(D)) 


1/2 


那么 00, =y, U=(H 


U, = Кегу,) = (ve(H (0)": vl, =0} 
边界 算 子 
óu = ЖОЕЛ = TI би, би, = TI ôu 
利用 上 上述 记号 ， 则 Green 公式 (10.1.29 可 以 表示 为 
( —divo(u),v) = В(и,у) — <ó, uy ` Vr — <ó, u,y ` Y>, (10.1.32) 


因此 对 应 于 静 弹 性 边 值 问题 (10.1.20),(10.1.22) 的 Galerkin 变 分 
问题 是 
求 uEU ,使 得 


B(w.) = Ev) + gr — BO, u у), VveU,, (10.1.33) 
而 u=w+y u 则 是 式 (10.1.20) 和 (10.1.22) АЕ. 这 里 
y Жу, АЁ «б> -| fvdx, <р» =f vgds. 

n Р, 

为 了 证 明 В(.,.)&О XU, 一 的 强制 双 线 性 形式 ， 
我 们 需要 下 列 Кот KER; 

定理 10.1.2 É O < R 是 带 有 光滑 边界 的 有 界 开 集 ， 那 么 
存在 只 依赖 于 区 域 Q 的 常数 c， 使 得 

(eV a) + 12 zl ve (QA) (10134) 


这 一 定理 的 证 明 见 定理 9.1.1， 这 个 定理 说 明了 了， 在 (H'(Q) 中 
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可 以 定义 等 价 范 数 . 
lol? =ef) eCo) + 1012 (10.1.35) 
EH 10.1.3 设 QcR" 是 带 有 光滑 边界 的 有 界 开 集 T 
=r, Ur, г, (г, AER, П meas(T,, 2*0, BARE a, 
> 0, 使 得 
Вии) 2 я, lulio AsU， (10.1.36) 
即 双 线性 形式 Bu. 四 是 U 强制 的 ，. 
证 由 式 (10.1.30) 和 (10.1.34, 我 们 只 4 须 证 明 存 在 常数 
> 0， 使 得 


lls > clvl VEU, (10.1.37) 
由 (10.1.34) 和 (10.1.37) 得 ` 
POI > > сй veU, (10.1.38) 


在 不 同 的 不 等 式 中 所 出 现 的 常数 具有 不 同 的 意义 i (10.1.38) 
FO (10.1.30) 就 可 以 得 到 式 (10.1.30), 
为 了 证 明 式 (10.1.37)， DARS 
(D 首先 证 明 YveU ， | 
КО =0 =v=0 С (10.139) 
ЖШ, АЖШЕЙӘУУЕП, ЖЕ, =0, MAY 0. W 
3k B 30 PA DEERNIS ‚ Ml se(w) = 0， 有 veS 
= {у у(х) = 十 bx， 共 中 25 为 常 向 最 ,了 为 原点 到 xx Ву 
ё}. 由 于 meas(T,) 关 0， 所 以 veS 门 U ЦА» = 0. 


一 


(2) 现在 证 明 式 (10.1.37). A v / 11, ЖУ 
后 ，(10.1.37) 可 以 表示 为 : 
leml >C WEU y (10.1.40) 
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用 反 证 法 ， 如 它 不 成 立 ， 则 存在 一 个 序列 v, eU, E4 
Iv la = 1, IBe(v,)—0, 当 n 一 oo 时 . 
由 式 (10.1.34), Ж. . | | 
м. 
ШР О, 的 自 弱 列 紧 性 ， 可 以 选 出 一 个 序列 {©}, 使 得 . 
,一 人 在 U т) ВО) 


又 因为 UU， RKA L° (9)” h, ЖЕТ (Q)” 中 :一 Y( 强 收 


яи. 01, КОГО 有 
liminflelv Do > 1001 


从 而 有 e)la = 0. 由 (D 的 讨论 ， 有 v=0. 但 是 在 Li 
hv. 强 收敛 于 v， 故 vy， І, a 0. 这 与 lv. І. = БЕЯ 
盾 .证 毕 . 7 

由 此 可 知 , Yu,veU,,, . 双 线 性 形式 . | 

В(и,у) = (Ає(и)в(у)) = (c(u),e(v)) . Q... 

RU xU, о ЕВН ER, ій 

(1) 连续 性 |B(u,v)| < Mlull ауа YuveU,, 

(2) 对 称 性 B(uv) = B(v,u) WYuveU,, 

(3) U 强制 性 Buu) 2 c luli 
男 一 方面 , 不 淮 验证 | 

FU) = (у) + а>, — BQ, 'и ү) (10.141) 

EU, 上 线性 有 界 泛 函 .从 而 由 Lax- Milgram 定理 得 

定理 10.1.4 ШОСЕ 为 有 界 开 集 ， 边 界 工 适当 光滑 , 工 
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ee 


=r Ur, meas(T,) 关 0， 那 么 对 应 于 混合 边 值 问 题 (10.1.20) 
和 (10.1.22) 的 Galerkin 变 分 问题 (10.1,33) 存在 唯一 解 . 
定理 10.1.5” 设 区 域 Q 满足 定理 10.1.4 的 假设 ， 能 量 泛 函 
J(v)= B(v,v) / 2 — F(v) 
Jtrh F 25& (10.1.41) 所 定义 . 令 
U(u,)= (ue V; ul, ‚=ч„} 


那么 ло) 满足 强制 性 条 件 ; 
VveU(u ), Hll a НФ, J) — оо (10.1.42) 
证 ”由 迹 定理 ， 存 在 v,eV = (H (0)) ， 使 得 v。| 
=u, МуЄҮ, 4 ж=ү-ү,, Шмє0,, TE | 
Ло) = 70%) + ДУ) + Ву) 25 elwa elv lo 


=e lwl a elva alwi La alv, ll in 
利用 Young 不 等 式 
Л) 2 (e/2- lwli a elv П с, 
或 
ду) > ella elv liae, 
IF v 龙 固定 和 的 ，c, 为 常数 ， 所 以 式 (10.1.42) R . WEE . 
如 果 meas(T )=0, MAR RIE (10.1.22) 为 在 边界 上 给 定 
面 应 力 ， 称 为 自然 边界 条 件 . 这 时 8(u,v) Е ОХО ЕТЕ О 
强制 的 .为 了 进一步 研究 它 的 强制 性 ， 需 要 引入 一 个 无 限 小 刚体 
位 移 空 间 | - 
S={v:v=7+bxT} (10.1.43) 
Jerhz,b 为 任意 常 向 量 т 为 原点 到 动 点 的 矢 径 ， 引 入 商 空间 
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У2ү/5, у= 0=(Н'(0)) 
V 中 的 等 价 类 记 为 wy 等 等 .定义 双 线性 形式 


В(и,у) = Ва) YusUvey (10.1.44) 
那么 有 . | 
定理 10.1.6 ” 设 人 满足 定理 10.1.4 假 设 , 那么 
B(u,u) > alul}, a>0 YueV (10145) 


其 中 | | ;为 商 范 数 . 
证 在 V 中 取 等 价 范 数 (10.1.33， 并 注意 人 芭 S 中 的 元 素 应 
变 张 车 为 零 ， 那 么 式 (10.1.45) 等 价 于 | 
eol。 > «(аи + phos + leaa} (10.1.46) 
这 就 是 说 , 只 要 我 们 能 证 明 
hes > cinflu+ o|, MYueV 
就 可 以 得 到 式 (10.1.45). 
设 P 为 (L”(Q))" 到 S 的 正 交 投影 算 子 , ЖК 
сіу + р = lv ~ РУ: o 
此 即 我 们 只 须 证 明 
| ledh 2 clu— Pulla YueV 


用 u/ iu- pul a Ка, ， 则 只 要 证 明 


1°, >с Yuev lu- Pul = (0147) 
就 可 以 ， 设 式 (10.1.47) 不 成 立 ， 则 存在 序列 {u } СУ, ER 
Па, = Ри, l as=1 eu) 一 0 nmt > (10.1.48) 
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Fw, =u —Pu, Wiw I a = 1, dew Dl 0 п ос 时 . 
REM, w I (SNERO 有 界 ， 因 而 可 以 选取 这 个 序列 的 子 
FN, MEA w ,， 使 得 w, 在 V 中 能 收敛 于 w， 并 且 显 然 
ff c(w)= 0. ВЖ wes hF VEL (9) 中 列 紧 ， 
故 1w ,一 wa 一 0. 另 一 方面 , (w ,р)=(и — Ри p= мр 
seS， 即 wsS ， 它 的 极限 weS ‚ wc S Ns, Ажо 
以 及 wa 一 0. 这 与 fw, 人 i,。 = AFA .证 毕 ， 

定理 10.1.7 j Q 满足 定理 10.1.4 RIE, теаѕ(Г ) = 0, 
而 体积 力 ， 面 力 满 足 

| бах + | grds =0 Yves 
Q r ` 

WH SEHR (10.1.43) 所 定义 的 无 限 小 刚性 位 移 空 间 ВАА 
值 问题 (10.1.20) 和 (10.1.22) H. 在 相差 一 个 无 限 小 刚性 位 移 
下 解 是 唯一 确定 的 . 

这 个 定理 是 第 五 章 抽象 变 分 问题 的 结果 .因为 这 时 ， 

МА" 6 )= N(A.8) = S 

4， 混 合 变 分 形式 

IH (10.1.28) 和 (10.1.13)， 双 线性 形式 BO, ) 可 以 写成 

B(u.v) = (Aclu),elu)) = (olu), A 7 'а(у)) = a(a,o) (10.1.49) 
这 里 ， 双 线性 形式 WwW x W > R: Yo,reW 


а(а,т) = (с,А z) (10.1.50) 

同样 不 等 式 成 立 
B(u.u) > zle(w g YeeW (10.1.51) 
а(с,а) > alol o YeW : : (10.1.52) 
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而 Green 公 式 (10.1.27) 可 以 表示 为 | 
(о ‚с(ү)) + (divo,vy) = f „anvas X vev - (10.1.53) 


FH, ， 我 们 建 江 静 线 性 弹性 力学 的 Hellinger- Reissner Ж 
分 形式 , 萎 弹 性 平衡 方程 是 边 值 问题 


dive + f= 0 在 Q 内 
“lr, ü "° | Ег. (10.1.54) 
o"n, | =g ET /上 
` 1 
而 本 构 方程 是 | 
и) = А т (10.1.55) 
把 (10.1.54) 代 入 (10.1.53) 得 
(cctv)) = (f,v) + | gyds YveU | (10.1.56) 
- ` г, А 
由 (10.1.55)， 有 
a(ot)= (т,0(ш)) YreW (10.1.57) 
若 记 
b(ru) = -| rr(u)dx (10.1.58) 
о 


则 由 式 (10.1.56), (10.1.57) 和 (10.1.58) 得 到 静 弹 性 王爷 方 程 的 混 
合 变 分 形式 
求 (reW x U o tE 
а(с,т) + (7,0) = 0 N+re W (10.1.59) 
Б(о,ү) = FG) YveU ， 
其 中 FV)= 一 <fy> <gy>, YveU ' 它 就 是 线性 弹 
了 
性 力学 中 Hellinger- Reissner 恋 分 原理 . 
定理 10.1.8 о Ел e 10.1.4 的 假设 .那么 YI 
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EU, , gE(H 

№ (21), E. Е 

lota + hallia < eC, + 0812.) (10.1.60) 

证 “由 (10.1.52) 式 知 ， 双 线性 形式 асл) 是 W x W—R 

的 连续 的 和 W 强制 的 . 另 一 方面 RREA b,» ) 满足 BB 
条 件 | 


T’, MRAZA (10.1.59) 存在 唯一 


e 


2 


ПЕ K с 1001, 


Sopp АКУ = ТАУ. 
又 出 (10.1.17) 式 , 有 l | 
sop P > cele, vveU ， 
X B(0.1.38), 则 有 下 述 BB 条 件 成 立 Е 
арр > 有 lv WEU, (10.1.61) 


从 而 由 定理 5.2.1 知 (10.1.59) 存在 唯一 解 且 (10.1.60) 式 成 立 .证 
В, | “о 
现在 考察 第 一 边 值 问题 
-divs += 0 
{ al, —0 (10.1.62) 
引入 Hilbert 空 间 | 
H(div,Q) = fz€W, divreL’ (Q } 
如 果 把 本 构 方 程 (10.1.55) K (10.1.62) 式 的 边界 条 件 代 和 人 Green 
公式 (10.1.28). 另外 (10.1.62) -AMAR L v 后 积分 ， 则 可 以 
得 到 式 (10.1.62) 的 Johson - Mercier 变 分 原理 
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求 (ceH(div， о) ху ,使 得 
ala,t) + (divr, u) = 0 yre Ht(div, О) 
| (divo,v) = (f,v) vey, 
hv, = = (Н, „(9)“, 那么 有 和 如 下 定理 Сн 


Я 定理 10.1.9， 设 пй. 10.1.4 的 假设 ， n Жду, 
则 变 分 问题 (10.1.63) 存在 唯一 解 cu, LEY 
lel, at lul, a «с. 
证 首先 of УЖ ху 的 连续 和 WW 强制 双 线 性 
形式 . 男 一 方面 ， 而 (10.1.27) 和 (10.1.28) 得 ` 
(divt,v) + (z, 80) = 0 vey, 


{i 


Айыу, C tU 
sup К@іут,у)| _ к) aa зво 
АР ila ee Їй ТА), 
1 ` = Pque 
e, bOI, | 
>—— > cl | 2 l. rll 
ОКЕ Кота? т, 


此 即 双 线性 形式 (буту) : тш, О) x У, 一 R 满足 BB 条 件 Ж 


由 抽象 的 混合 变 分 问题 解 的 存在 Hei 521. аж. 证 毕 
5 .Ritz 变 分 问题 | 
Ж ТЕТ ЭУЕ IB ER(10.1.20)£0(10.1.22). Z 


u; )= {дє = (Н (0)) ， ul 
WUU’ увото ана. сооло 
гео, w e(H'?(r ))", ge(H (г D ЖА уз 


[к= <>, зз о ане, 5 


г, 


oy. - Юю. 
Д5 
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с лыс ао бааны sasa ааа ee oe Q > 


Ју) = Bv) /2 — <fv> — <ру> r, vo (10.1.65) 


共 中 B(v;Y) / 2 为 系统 的 弹性 位 能 ，J(Y) 为 系统 的 全 势能 BHÜ 
Z, (10.1.20) 和 (10.1.22) 的 Ritz 变 分 问题 是 
Жиє U(u°), 使 得 
J= inf ДУ) (10.1.66) 


К ve U(a 5) 
利用 定理 5.1.7 可 以 得 到 如 下 定理 
定理 10.1.10 设 0 满足 定理 10.1:4 条 件 ， 那 么 极 小 值 问 
题 (10.1.66) 有 唯一 解 u， 它 等 价 于 下 列 变 分 问题 : 


B(uyv = п) = <{у—цЦ> + <gr~u> r, Me U(u°) 
如 果 令 
IG) = aG) /2 一 | rd (10.1.67) 
了 (fg)= {reW, бүт + f 0, t 在 Q 内 ; t'n j= g ,在 T ,上 } 
考 虚 极 小 值 同 题 | 
Жаєй/ (fg), 使 得 
Қо) = mf) (10.1.68) 
) 


r€ Ww (fe 
由 于 W(f,g) А W 中 线性 仿 射流 形 .所 以 利用 定理 52.1 同样 有 
定理 104.1 WEDIR, ДИЛМА ЧА (10.11.68) 有 
唯一 解 , 并且 册 о 
е (Ш) = E ыб“ 
| ul. =u 
所 确定 的 解 上 也 是 极 小 值 问题 (10.1.66) ЯЕ. 
证 ”实际 上 只 要 证 明 下 列 结论 就 够 了 :; R u ZÉ 
式 (10.1.66) 9, WA o” = Ее (и) 就 是 式 (10.1.68) ЮЙ. 
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也 就 是 说 o 满足 | 
lor 一 四 一 <(т—т)пч > =0 уте (Гр) 
Ж ЈУ (о,т)є Wg), Ж 


а(а,т– с) = | ОТИ 一 с'ах = | x d(T 7 一 dx 
о а 


l 


< (т — c)n,u > г” | div(t — о)и4х 
A . 


< (T 一 c)u,u > r 
АЛМ тє И (Їр), 有 ` 
а(ох—о)— <(т—о)пи > p =0 
Жао 分别 为 式 (10.1.66) 利 (10.1.68) 的 解 ， 那 么 
J(u) + Ко) = 0 
所 以 通常 称 (10.1.66) 式 为 极 小 位 能 原理 1] (10.1.68) 式 为 极 小 
余 能 原理 . 


§ 10.2 动力 弹性 系统 


动力 Navier -Lame 方 程 组 是 
au / ôt? = divo + f 
这 里 设 密度 p = constant， 因 而 可 以 设 为 1， 它 的 初 值 问 题 可 以 
表示 为 


22 


一 = (4 + u)graddivu + Au + f 在 只 内 
ôt 
uj =u" жг E 
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on = 在 ,上 (10.2.1), 
u(x,0) = u, 在 T 上 上 
Cu 
z; (x,0) = ú. 
利用 Green 公式 (10.1.27), 上 述 问题 的 变 分 形式 是 


(u”,v — u) + B(u,vy 一 u) = (f,v — u) + | (у — u)ds M ve U(u°) 
б 2б т, Та 


XE 0(а°) = fve(H 9)", v|, =ч°}. 
这 里 00а) = {vet ON, v|. uh ` 
利用 迹 定理 ， 容 易 使 边 值 条 件 齐 次 化 . 由 迹 定理 可 知 存在 o 
e'O)", E ol, =u, WAM u- Ка Е, ЭРЭ! 
入 Соболев 空间 | | 
V = {ven a", |, = 0} 
则 相应 的 变 分 问题 是 
人 < 下,y > RALA Ci i 


2, (10.2.2) 
u(0,x) = u, u (0,х) = u, | 


其 中 
<F,v> = OES] gyds + (р D+ Blox) (10.2.3) 
f г, 
根据 8$ 10.1， 可 知 
B(u,v) = B(v,u) Ми,уЄУ, (10.2.4) 
Bov) alvia vey, 当 T 不 是 空 集 时 (1022.5) 
以 及 YY4> 0, 存在 x > 0, 使 得 
Bw) + A 2 alvia Své v = (R'(Qy" (10.2.6) 
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ТОО ——— a — несы e 8 = 


” ,定理 10.2.1 设 


i 


FF eL (0,T;V,) (10.2.7) 
u EV, u EH = (L (0))” - (1028) 
那 末 变 分 问题 (10.2.2) 有 了 唯一 解 u， 它 满足 
useL (0,7;У ) (10.29) 
veL OTH) © (10.2410) 
u EL” (0,T;V ) - (10.2.11) 
证 V 是 可 分 的 Hilbert 空间 ， 令 Www 使 


ftm, W.W, W, 是 线性 独立 的 以 及 它们 任意 有 限 的 线性 组 
合 在 V。 中 是 稠密 的 . 进而 令 w, =u u, 关 0) 而 
W, = spanfw,, wesw} 


考察 


СИ х) + В(и к) = <Еу> ve， 
| (10.2.12) 


ч „(02 =u, о (0) = Uim’ u, EW „ 


П m— + оо В, lun —u 1,20. Ш [w w, w. 是 线 


性 独立 的 ， 式 (10.2.12) 非 奇 异 ， 故 (10.2.12) 存在 唯一 解 . 
在 (10.2.12) 中 , Фу =u, (0), WI 


> Shu, ON +9. Bü, (0, u,(0)= <Fu,()> 
故 lu (OD + Bla, (Du, 0) 


= ju, + Вб ш) + 2f < FA, > do 


= ju, „l? + B(u u ) +2 <), (D> —2<F(0)u, > 
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= llu Ир + В(и, ч „+ 2< Кэм m) > = 2< (буш, > 
Е) <F (аш (о) > de Ис 00213 
但 是 Bo alvi? = WI, [ш], < clu |, 
| 2(Е({), и. ONS alu, (OF ALEE ` 
йш по. 2.13) 给 出 


[їч (002 + 2 а (DI < (lu I + lu I + NEON? 
` + IEO + lu СОН Qu Ku ПЕ (б) Ju (olec (10.2.14) 
Xu Ou Ја u ' ебе 


lu. OF < 21° + ef lu odo 
代入 式 (10.2.14), 得 
lu, (DNG + lu, OF < e(lu E + iu W + FOO? 
+ [| IF (д)! da) с] Cu’ (ON + ua, (ON de (10.2.15) 
我 们 设 | | | 
I! FIN = f ак HUE (10.2.16) 
e. ()=lu ORF OF — (10217) 
则 (10.2:15) 可 表示 为 
0, (D< (lu l + lu W? + ШЕШ) + df o (odo (10.2.18) 
根据 Gronwall 不 等 式 , 有 _ 
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ee ee oo  _ 2. оу. 


从 而 有 下 述 结论 
u, Fiu, 分 别 在 L”(0,T;V ) 和 L”(0,7;HD 中 有 界 (m — co) 
| (10.2.20) 
以 及 存在 (ы, ) 和 {и} 的 子 序列 MEA {u Hu), WE 
在 L”(0,T; У), (u. ест 
аал, Н), {u Ааа 
现在 我 们 证 明 u 是 问题 (10.2.2) 的 解 .对 任意 有 限 值 и, fE 


站 


D= Eo (w, esC (0,T), e (T)=0 (10.2.22) 
j=l 


Е = {ф(1): q(t) 由 式 (10.2.22) 所 决定 } 
这 样 , Ym > u, A 


(u.p) + Blup) — <Е,ф> =0 YoeE 


(10.2.21) 


以 及 
[Себе Buo) <F,2> }а! = p 0O) 
| | (10.2.23) 
МреЕ, 式 (10.2.23) 可 以 进行 极限 过 渡 
| {—(u ,9) + Bp)— <Fo>}dt=(u,,9(0) (10.2.24) 
由 于 王 在 V РИШ, фес! (отуу), Ф(Т)= 0, (10.2.24) 
成 立 ， 即 在 [0,7] 上 的 分 布 意义 下 ， 有 


u +Au=F А (10.2.25) 
共 中 4 是 由 三 重 结构 (Y_,H,B(。,' )) 所 决定 的 形式 算 子 . 


Ає £(V „,У ): В(цу) = (Ацу) YuwveVy,. 
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Ае &(У У): Вц) = (Au) Yuvey,. 
因而 u =F- AueL™ (0,T;V ).(10.2.25) 式 两 边 与 oeE 做 内 
积 ， 然 后 与 (10.2.24) 比较 ， 得 I 

(и|,Ф(0)) = (u(0),ə(0)) YoeE | | 
从 而 u (0) =. 又 由 式 (10.2.21) Ши (0) = u 一 ua(0)， 故 
fiu(0)= u ‚ жш u Б (10.2.2). 


下 面 证 明 唯 一 性 . 设 u 满足 式 (10.2.2) 和 (10.2.9) 
一 (10.2.11). 那么 


u + Au=0, u(0)= 0, u (0) =0 (10.2.26) 
YoeC (10,T],V,)， 册 定理 的 第 一 部 分 ， 知 存在 w 使 得 
weL (0,T;V ), weL ° (0,T;H), w”eL” (0,T;V ) (10.2.27) 


w + Aw = 
| ? (10.2.28) 


(7) = 0, w (T) = 
由 分 部 积分 , 得 
T „ T ” 
| (и wai = | (uw )dt (10.2.29) 
式 (10.2.26) 两 边 与 w 作 内 积 ,利用 式 (10.2.29), 有 


т . 
| (ww + Aw)di = 


° 


即 | (0,ф)4: = 0 YoecC ([0,T1],V ). 故 x = 0. 证 毕 . 


5103 弹 塑性 问题 


о. v 分 别 表示 材料 的 密度 和 质点 的 运动 速度 ， 那 么 
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—— more ww ООА 


质量 守恒 定律 22 + div(pv) = 0 (10.3.1) 


ш SF18 E #it o = dive + f (10.3.2) 
能 攻守 全 定律 “63 = c (AARP (10.3.3) 


其 中 ”为 应 力 张 量 с, HEERKE, f 为 体积 力 密度 e 为 单 
位 体积 的 内 能 . 设 4 为 质点 的 位 移 向 量 ， 则 

du 

Е dt ` 

材料 的 弹 塑性 行为 可 从 由 图 10.31 Rh . 在 os 阶段 ,材料 


= 


图 10.3.1 . р 
内 部 的 应 力 正 比 于 应 变 its 后 sp 阶段 几乎 平行 于 应 变 轴 . 
在 材料 负载 让， 应变 与 应 力 关 系 曲 线 可 以 从 omsp RH. os 是 
直线 ,sp 是 曲线 . WRA p Mike FEF, WD (G) 点 描绘 了 一 条 
从 点 出 发 的 直线 pg， 它 几乎 平行 于 os. {ЕР K. МЇ 的 变形 
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相交 于 д, 在 pq. 上， 材料 行为 是 可 逆 的 ПШ. pq, > os. 
如 果 sz 平行 于 os 轨 ， 则 材料 是 完全 塑性 的 . 当 载 荷 在 一 定 
范围 内 ， 我 们 可 以 得 到 本 构 方程 | 
de = Ado+1 
人 A=0 ïa < g, Вс = g, da < 0 
7>0 Ҹо= ғ, do =0 ` 
如 果 ; 束 示 应 变 对 时 得 [的 导数 ,那么 ， . 
让 一 40 十 外 (10.3.4) 
(> 0 ETETE Ж s= 8, ¢<0 | 
420 #ae=g 和 5=0 
式 (10.3.5) 可 以 表示 为 等 价 的 形式 
| 210—0) <0 Мт<р, =0 
上 述 情况 是 在 一 维 模型 中 讨论 的 ， 它 也 可 以 推广 到 三 维 情况 . 


° (10.3.5) 


о = {с ср 0, bj= 1,2,3) 为 应 力 张 最 18 ВА F(o) 

是 连续 和 凸 的 . 令 ИИ 
F(a) <0 为 弹性 区 域 - (10.3.6) 

Е(с)=0 为 塑性 区 域 (10.3.7) 


ЖАК Е (с) < 0 的 区 域 为 闭 凸 集 .例如 
(1) Von Mises 模 型 
Ra)=3o KR GENE: 
这 里 天 是 常数 ， 下 标 相同 表示 求 和 约定 、 
(2) Tresca 模 型 
Е(с, /) = sup le, 0,1 — £ (10.3.9) 


иж] 
其 中 c ,为 {0,} 的 特征 值 , g 为 正 的 常数 ， 
显然 ， 由 式 (10.3.9) ЖО ЧО. Ж ЈАК Е, 
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=o n ZE {人 } 为 任 一 单位 向 量 ， 那 么 三 可 以 正 交 分 解 为 
# JAIRE Уп нейна У, 如 果 过 渡 到 主轴 
上 ， 利 用 式 (10.3.9)， 则 Еос) < 0 等 价 于 

£ <g Yn, \п| = 1 


Ш сох, MASA n БЁЛЕ, йо, о, 分 别 为 对 应 于 


Z”, х? 的 应 力 , ae(0,1)， 那 么 YIZ7|<g, |Z71<g, 且 


O BEPA- NEPISE IHA- а) < g 


所 以 式 (10.3.9) 定 义 的 F 是 凸 的 . 
对 于 三 维 情形 , 式 (10.3.4) 的 相应 形式 是 
b= Ao +2, (10.3.10) 


ij ijkl 
Apu Ay = Aa 为 弹性 系数 张 量 (1031) 


-o ij ki ij 
К > 
А рыб б 2? 06,6 


А шс" 是 变形 速度 张 量 的 弹性 部 分 ， 而 ,是 塑性 变形 速度 ， 
它 满足 


ijkt = 


a = const. > 0 (10.3.12) 


А'(т„—о,)<0 Mz, FG) <0 《10.3.13) 
„б = 0 (00.3.14) 
如 果 c, 关于 是 可 微 的 ,那么 在 式 (10.3.13) 中 取 
t = 6, (+ Аг) т = o, (t — At) 
则 有 (注意 指标 可 上 升 和 下 降 ) 
| Ad OSO R 476, (O >0 
因此 , 完全 塑性 弹性 的 本 构 方程 是 
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F(a) S 0 
¿ (u)= А ФА, 


4107-07) <0 <, FOSO ` 


K={ceR':o, = pFoN)so o 


(10.3.15) 


现在 我 们 给 出 另 一 种 本 构 方程 ， 即 粘 弹 塑性 本 构 方程 . 为 此 


| (0. 3. 16) 


Rh FARZA. Zoor ож 在 天 上 的 正 交 投影 算 子 . 


则 本 构 方程 为 
s, (ü) = А иб" +4, 
2,=0, ШЖ Е(0)<0 
4, = (с, (Р ,о),)/ 28, ЕОс) > 0 
这 里 粘性 系数 /为 正常 数 .如 果 6 = 0, 那么 
с, = (Ро), + 2ye (ü) 
它 很 像 Navier - Stokes 方 程 . | 
当 F 由 式 (10.3.8) 给 出 ( 即 Von Mises 模 型 )， 那 么 


вш) = А, б “+A; 
=0, ЖЕ(0) <0 
i=l – со / Орау") 
ао ык лла 
С = PY 72 
令 


Г) = aP, D N, P), 4н 


(10.3.17) 


(10.3.18) 


(10.3.19) 


(10.3.20) 


_ (10.3.21) 
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那么 式 (10.3.17) 等 价 于 
Tio, ge, (ü) = yu? ç +A, 
ол 00) 2 2,007 – 0") MreR’ 
u, 为 位 移 向 量 ,oi 为 介质 内 部 的 应 力 张 最 ， 那 么 弹 塑 性 


的 动力 学 问题 是 : 本 构 方程 为 (10.3.22). 运动 方程 为 
| ото, 使 得 


(10.3.22) 


+ u 2 i re Ë А Ы 

w = Va +7 ЖО x[0.7] 内 (10.3.23) 
t СМР: 
и 10 Г, х [0,T]E 

, С (10.3.24) 
a”n =S 在 rT,x[0,T]E 
б\г, 7 
10) = п, aO =u, (0)=o ` К (10.3.25) 


共 中 Qc R ETE, an = T = T Ur, r „Пг, 是 空 集 . 
似 稳 情况 是 ， 本 构 方 程 为 式 (10.3.22)， 而 平衡 方程 为 
divo + f= 0 Н (10.3.26) 
以 及 边界 条 件 (10.3.24)， 初 值 条 什 是 
u(0) =u, o(0) =, 
айа щ)=[ vods tu, ATERRAR IE. 


iz og 和 vw 满足 


on’|=s,, o (0)= c, (10.3.27) 
00) = u, ЖГ х [0,7 (10.3.28) 
0(0) = и, (10.3.29) 
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Фу =v— v, =а—в°, IARA (10.3.22) 和 (10.3.23) 可 以 
得 到 " АН 


A pt” + (G), Ду) =0 К 
É | WU .: (10.3.30) 
| v =V a" =f | 
іу, с 满足 
СИ “жое to Dy =e, )= -° (10.3.31) 
v ү, в "ев, А О Е и | бзэ 
5E, GO- A ыс" “ , | (10.3.33) 


Кр + о :. ~ : А 
而 它 的 边界 条 体 和 初始 条 件 变 为 齐 次 u RAR h Е “'” 
# “o” ; 则 | 

А gu t (+o) е0 в, 


(10.3.34) 
ў 一 V'es, А ЕС 
|, = =0 7... (10335) 
a (0) = o, wa | С 003.36) 
引入 双 线 性 形式 | | 
AG) = | А ыб t dx (10.3.37) 
a : 
和 Co6ones 空 间 
K = {т= (z, 3 TET t eL ` Q) 
| | (10.3.38) 
H= {y= (o): v EL KO 


相应 的 内 积 是 
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л) | o t dx, wm= | и» dx 
о n 


又 引入 


О = [re K: divre L` (Q), т, 


"зз 


f (10.3.39) 
i V = {veH: divyeL (Q), "| = 0} 
那么 成 区 Green 公式 .. | 
(к(ү),т) + (vdivt)=0 NZ veV,zeH (10.3.40) 
ЈАТАН 818] 88 (10.3.34).(10.3.35)88 IE B| Ec, vs B: 
[e + (f (e+ a° a) + (v,divr) = (g) YreH 


; (10.3.41) 
(ум) + (s,e(w)) = (h,w) we V 


反之 ， 芳 问题 (10.3.41) 丰 正则 解 ， 则 同 祥 (10.3.34) 成 立 旦 . 
ij i i 
| DT п ds = 0, fon w ds=0 


r 


pH 


| v't n ds = 0, | (с. n )w ds = 0 
r i г, ij 


此 即 式 (10.3.35). 
408,0) (É (о + а"), т) + (v,divr) = (g1) МтеӨ 


|02090) hw MX wev (10.3.42) 

в(0) = 0 

定理 10.3.1 设 
gg'eL (0,Т;К) (10.3.43) 
h,h’eL (0,T;H) (10.3.44) 
с’ 与 ! 无 关 


那么 存在 唯一 的 一 对 (c,y)， 使 得 
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сёЄ1, (0,T:K) с 75 (103.46) 


vreL” (0,T;H) | (10.3.47) 
` diveeL” (0, T;L2 (Q)) (10348) 
divveL” (0,T:L (0)) (10.3.49) 


并 且 满 足 式 (10.3.41) 和 (10.3.36). 
证 ЛЕЕ В, ， 设 (cw)，(c . ,Y . ) 为 对 应 的 两 个 解 . Фә 
=o 一 0 ,,$=v 一 v,, 对 应 的 方程 相 减 之 后 得 
А(@ х) + (# ж) + G + 0 一 г (о „ +@„)л) 
+ ($,divt) + (6,e(w)) = 0 (10.3.50) 
=ë, w= 9， 应 用 Green 公式 (10.3.40) #l o —f, (z + с) Ж 


А@ AE SO |- (10.3.51) 


[co 可 = (diva,divr) (10.3.52) 
((v.w)) = | gradv 。gradwdx (10.3.53) 
设 ! > 0 为 任 一 参数 ,考察 正则 性 问题 = 
(es + (f. (z + o°),z) + {(е,т] + (vdivr) = (ат) 
(v ,w) + n((v,w)) + (0,e(w)) = (h,w) | 
0(0) = 0, (0) = 0 (10.3.55) 
在 式 (10.3.54) 中 , 取 c= c+ a° , w = у, 注意 到 
(ct+c )c+c)>0， 


(10.3.54) 
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ee 0 er 


(vdive) + (о,8(у)) = 0 


可 以 得 到 
т А(с с + °) + [суу + o° ]+ (v E (бул) 
‚у ©(рс+ео )+(у). (10.3.56) 
和 第 九 音 中 证 明 方法 一 样 ， 由 于 o” 与 1 无 关 ， 容易 从 上 式 得 
„11 еол < to 170 О (10.3.57) 
Ivisoninp < tL 120 (10.3.58) 
ñ lolon < +2 420. (103.59) 
ЖАУ „< +9%0,920 (10.3.60) 


ео = (g(0) 一 人 (0°),1) (03.61) 
(ж (0),w) = (h(0).w) 
从 而 
lc (ON < +, [у (Ol, < +oco， 当 1 一 0 (10.3.62) 
HRNO. 3.54) 关 于 :再 微分 一 次 , 可 以 得 到 
[46 ， и) 十 (r. (c + °) м) + nlo r] + (v div) = (в, t) (10.3.63) 


Le w + (у w) + (z ew) = (h ж) 
Huar= s , м 二 Y， 相 加 以 后 得 
Alo ,0 ) + nlo ,0 ] +(v v)+ (ту?) + ((Г „(о +в°));о?) 
. (10.3.64) 
HA. 


(t. (c+ o) o )= ба T (f, CUAD жо) 
ap 
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(о) + a )cG@+AD-(0)>0_ =, (10.3.65) 


所 以 : Зр Е . 
А(с so )+ тс с ]+ (v у )+ (ууу us; 
«(е v )+ (аж) (10.3.66) 
利用 式 (10.3.62)， 册 式 (10.3.66) 可 得 
le 1, or mn < + 9%, 1 一 0 (10.3.67) 
ЦЕ era <. +: ©, КЕ се U (03.68) 
пс [К ч; m 54:90 20. А, | (10,3.69) 
толар to, 470. 019370 
й, 令 4 一 0, 由 以 上 估计 扒 知 ， у e 

Ir. (z+ 6 УЙ ФА, „ too, : a0 Ё | (103.71) 

FIFE, Е 先 出 cp， 的 子 序 列 ， 使 得 当 ЖҮКЕ 
6, ЛУНЕ (0,7. K) 中 弱 昨 收敛 于 op (10.3.72) 
AMEL OT D pE RA EE (10.3.7) 
r, (o, + с”)? (0,7; K) 中 弱 昆 收效 于 x (10.3.74) 


于 是 我 们 可 以 在 式 (10.3.54) 中 进行 极限 过 滤 ， 但 as 
| É (ет) + (от) + (diyr = (вт) 


| (10.3.75) 

(v ,w) + (а, с(м)) = (h,w) — 

同样 由 单调 算 子 性 质 ， 容 易 让 明 x=f „69 +0 °), ВЕН 
存在 性 WEHE. Жою сул, 


对 于 似 稳 情 形 ,有 类似 的 结论 
定理 10.3.2 ”除了 定理 10.3.1 的 假设 外 ‚ ИГ, RAEN 


Ж, h(0)= 0, ЖБТР1ЕЦЕ—П0)—АЇРАЖ (cv)， 使 得 
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сє.“ (0,Т;Н) , c €L °(0,T;K), ve L° K T; V)” 
并 有 卫 (c,y) 满 足 式 (10.3.42). 
证 明 从 略 ， 


8 10.4 Maxwell 方 程 组 


. Maxwell 方程 组 是 电磁 现象 中 的 基本 方程 ， 设 Q < R° 为 开 
Ж, ЭПА, ， 也 可 以 是 外 部 区 域 ，5Q =T. 设 g 为 中 
ПШ ЕЕ, JJ 为 电流 密度 ，G 为 外 界 流入 之 电流 密度 e= {e} 
为 介 成 之 介 岂 常数 ,k= {и} ANER, ев деи. 
分 别 为 6, и ЙЕН, o 为 介质 电导 率 .~ 

6р 是 Q 上 正 有 界 可 测 函 数 。 它 们 满足 
яв >0, YteR’, Мхє, g'e g жє ү 
3 . vi f 2 Í: (10.4.1) 
auo VEER, VxeQ, ёре pu | 1. 
Ш 人 为 Euelead 范 数 i 


- ya 


对 于 各 向 同性 均匀 介质 ， 下 共 吓 外 部 问题 ， 常常 假定 存 
在 r, >0, e >0, д, >0, E B, c О(В, 为 以 原点 为 中 心 € 


为 半径 之 球 ) 


WxeB,, а(х) = s ó B (= n ó, (10.4.2) 
MA, Maxwell 方程 组 是 
êD tJ- roH =G (10.4.3) 
en +roE=0 (10.4.4) 
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divD =q (10.4.5) 


О divB = 0 (10.4.6) 
显然 (10.4.6) 是 (10.4.4) 的 结果 . 只 要 初始 时 divB=0, mi 
式 (10.4.5) 可 看 作 是 电荷 密度 的 定义 . 
本 构 方程 是 Е 
D= Е, B= uH (10.4.7) 
Ohm 定 律 
J= сЕ | (10.4.8) 


АЖЕ = (E E, E) 为 电场 强度 ,，D = (D ,.D,,D ,) 为 电感 
应 强度 ，H = (H H,H, 为 磁场 强度 В = (8,,B,,B,) 088 
应 强度 本 构 方程 (10.4.7) 反映 了 它们 之 间 的 关系 . 

通过 不 同 介质 之 交界 面 ， 则 D 沿 法 向 方向 是 间断 的 , 记 沿 
切 向 方向 是 连续 的 ，H 沿 切 向 方向 是 问 断 的 В 沿 法 向 方向 是 连 
续 的 . 设 工 为 不 同 介质 之 交界 面 ,n 为 单位 法 线 向 旺 , Л, g 分 
У Ей ДЕДГ Е, ДІ] 

(р? ~D”). п=9,, (Е-Е) хп=0 在 2 上 (10.4.9) 


0) o) оу a) 


(B? В"). п=0, (Н —Н )xn=0 在 2 上 (104.10) 
-WRR E n TULAK RH I 
B-n=0 Dxn=0 在 Tr 上 (10.4.11) 
或 
D ° pi Bxn=0 在 TT 上 (10.4.12) 
如 此 ， 本 质 ， 归 结 为 求 电感 应 强度 和 磁感应 强度 ， 使 得 
D, + oD ~ rot(ĝB) = О | 

3B | (10.4.13) 

ЕП + rot(ëD) = G, О 
D(x,D)|,., = Р, (х), B,D), =B, œ) (104.14) 
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这 里 G,，G ,为 已 知 ， 满足 
divG, =0, G, *n=0 (10.4.15) 
引入 Hilbert 空 间 ( 参 看 8$ 4.6) 
H(rot,Q) = fyeL2(Q)3: rotveL*(Q)’} 
lvl icom = 11 + roth? 
H (rot,Q) = {vEH(rot,Q), n x v|, = 0) 
H(div,Q) = (ve L” (0)’, divyeL (Q)) 
Ivl iana = Ivl? + Idivvll? 
ЖА, ， 我 们 知道 在 5 L-MERTI FELEN 有 紧 支 集 的 函数 
窑 间 С'(0)° 在 H(rot,Q) 内 稠密 ， 在 H(di\,9) шва, JER. 
uax 直 可 以 延 折 为 H(rot,Q) +H 7120г) RERET u 
>ur пі, 可 以 延 折 为 H(divvQ) >H (D) 线性 连续 算 子 ， 
定义 Hilbert 空间 
H(rotdiv,Q) = fveL (Q), rotve L (Q), 
divveL (О), п • vl- = 0) 


Iv? 


2 2 . 2 
Haaa 9) = Yl, + го, + 19м, 


H= fveL (Q), году). (Q), divv= 0, n° v|; = 0} 
v? = Ivi? + {год | 
那么 有 (参看 $ 4.6) | 
引 理 10.4.1 向量 空间 {PEC (A): пф, = 0} 
TE H(rot.div,Q) ТЭ. | í 
定理 10.4.1 H(rotdiv,Q) = H' (Q)° 
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证 ”出 于 引 理 10.4.1， 只 须 证 明 范 数 Waaa a| 1 1, 


等 价 就 可 以 .而 


1 3 
Mulia a < clul, YueH (О) 


是 显然 的 ， 故 我 们 还 要 证 明 ful, < са, ааз: WEA E 


须 证 


[ агаа ` gradodx < с | daivor + |го{ф!\* + lol dx 


a а 
ЖЕТ. ЭЛЕ, мєс (6) ,有 
| grade * gradedx = | ауе? + |го1ф|)4х 
Q а | 
+ | п, odiv + (@grad)e • nds 
r 


如 果 p a|, = 0. 则 面积 分 项 只 剩 下 


- $ (ograd)o ' nds = — $ (ograd) * mds 
r r 


+ f (рдгад)п • ods 
T 


这 里 x 一 n(x) 连续 延 拓 到 工 的 邻 域内 ， 由 于 e ' nj, =0, 
故 (ograd)(n > 9)| = 0, 


H 


eN 


故 
一 j (фвгай)ф * nds = j (egrad)a • @ds 
r r 

从 而 

| logradol dx = | ааг + roteP)dz +$ (egrad)n ° pds 

“Q 

а а А 

所 以 


ee эзе кл шулы, 


Ф|} = Гаме? + го )ах фен! (nN) (10.4.16) 
а 


注意 到 
-$ egrady бөй, I< cf lods (0427). 
Bh, V eC'(Q), Ys> 0 存在 c(z) > 0, 使 得 
], j) ds < j| lgradyl dx + cfw ax (10.4.18) 


а 


由 (10.4.17)，(10.4,18) 则 


| (egrad)n - @ds| < > [sraqol ax + ¿[el 25 . 
r А 


a a 
从 而 得 
| igradọl dx < 2 irori + ldivog| Jdx + Jer ax (10.4.19) 
а . 
a а 
证 毕 


定理 10.4.2 YveH, $y, HVEN, со КЕЕ, a 
En, 上 为 常数 ， 那 么 


veH Q), М <clvl | (10.4.20) 
ПЕП Ж RS] 
再 引入 Hilbert 空 间 开 
н=, (О) x L` (Q) (10.4.21) 


定义 H 的 内 积 : MO = (o,)e H, D’ = (o .水 .)eH 


(B,D ) н = Cpp, ) + (рф, ) (10.4.22) 
Ш (10.4.1), 那么 (10.4.22) 等 价 于 
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(р,ф,) + (фр, ) 
:定义 线性 算 子 Ae £ (D(A),H): - 
DA = {Ф: Ф ={ф,0)ЄН, го!(#ф)е1, (Q) , 
rot(Ay)eL (Q), nx el, = 0} - (10.4.23) 
| | 0 一 “| 
“Фе р(А), Аф = . МФ 
У rt 0 


_ =[—тб 0), rót ` 


ИЯ 
м = { | 
0 Ê 
引 理 10.4.2 DA) 在 H 中 稠密 ，A 是 闭 的 , E 
| A’ = —А, D(A`)= D(A) (10.4.24) 
证 nDo) 是 D(Q) rh) JG $ # Q , LRH O 
seD(Q,) ， 因 而 (TD(Q,))” 在 H 中 稠密 ， 并 且 (по, ))* 


= D(A). FA D(A) Æ H Ф. | 

现在 证 明 А ЖЕЙ, ito EDA), @ = рж H 中 收 
ЖТФ = (р), AD # H 中 收敛 于 yw， 从 而 

在 L (Q) 中 o >o, уу 
ЖП rot(hy ,), rot(ë@ ). # L` (Q)° hik k :但 由 于 roty) 
> году) Д тову ) тоёр) Æ D (Q)° 中 成 立 ， 因 而 
rot(2g)eL (O) ，rot(py)eL (W? 

进而 ， 设 w 在 Q, СВО, фф 在 HGrobQ,) PRE, 
从 而 nx gp | 一 nxo |, НИГ?) Фй. Д ахо |, 


这 里 
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= 0， 就 得 到 pe D(A). 

我 们 也 可 以 这 样 描述 D(A). 设 中 = (Фф), Ф 一 (9 ә) 为 
?lo 那么 retp ;roty EL n). BIRRE зано, 2 
界面 ， `ЭЙАДЕЕ, ÉRY Айх. = раху. anxo =š 
xe n xo |, = 0 ME; шч 上 述 性 质 ， 则 @sD(A).- 

Wo єр(д'),. ВФ, eH. ШФ Ф (Ab.@ ) 在 D(A) К 
н 拓扑 是 连续 的 ， 特别 一 (A@,9 . ) 在 (ID(Q p° М H. 
拓 朴 是 连续 的 . 另 一 方面 ， 如 果 de(RD(Q， y, IT 

(АФ,Ф ,)= ~ ө, тоц Ф, Do 


+ YG д тоц Da, I (10.4.25) 

从 而 推出 О . | o . 

rot( o, )e L` (о) ， гой, y )e L? O X | (10.4.26) 
HF, 8 分 别 为 常数 ， 故 | | 

roto, eL’ (0) ，roly eL чо) .. | ‚(10,4.27) 


ROEDA), @'ec' (G, 注意 进 接 条 件 
(АФ,Ф )= — (тоц), Sm), + Got O DAY a 


= -| (nx Vo. hk dÈ, . 
т, 


+f: mxo W’ š h d 


ЫТ 
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- Í (ах yo" ®,Д,4Г— (фто, )) 
r 


+ (ĉp,rot(ây . )) | (10.4.28) 
由 (10.4.27), (10.4.28) 中 的 体积 分 对 Ф 是 连续 的 ， 国 而 对 面积 分 
也 是 连续 的 . 


| сахур дз (ах yp, ñ), 
X; 


f (nx p WER, — mxo ,Rd (10.4.29) 
z 


| axy sadar 
按 H 拓 扑 是 撑 续 的 ， 
(10.4.29) 中 第 一 个 积分 


-| {E nx o -e nx o! }й lay 
E, і Ј ij 


它 在 H 中 连续 当 且 仅 当 在 Z, 上 上 成立 
| ёихф, =š axo" 
同 祥 ，(10.4.29) 中 第 二 个 积分 导致 在 2 上 成 立 
аху. =ñ nx у 
第 三 个 积分 导致 nx g | =o. 
AWO, sD(A) 和 Ad ,= — АФЖ; 如 果 deD(A) ФӘ 
(АФ), = — (DAY) y 


那么 ye D(A). 于 是 引 理 得 证 .证 毕 . 
设 
NO = foip,0} Ф = (ф,у) (10.4.30) 
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977 Ne #(Н,Н), 设 U={D,8}， 则 Maxwell 方 程 可 以 表示 为 
dU 


T; +NU+AU=G, G=(G,,G,) (10.4.31) 

nxD=0. . 在 IT 上 (10.4.32) 

в(0) = В,, D(0)=D,， 在 Q 上 (10.4.33) 
对 应 的 鸡 形 式 是 | 

RUEL” (0,Т;Н) (10.4.34) 


| К Ua = (О, Ф) + (VL,D) 14! 


T ñ 


= | (С,Ф) dt + (0,0), (10.4.35) 
其 中 检验 商 数 0 满足 
DeL (0,T:D(A)), eL" (0,TH), Ф(Т) = 0 (10.4.36) 


G= (G ,G,)eL2(0,T;B), U = {D,,B,}leH 给 定 。 (10.4.37) 
那么 | | 

定理 10.43 “问题 (10.4.3D — (10.4.33) 的 弱 解 叭 一 存在 ， 

证 先 证 存在 性 ， 显 然 D(A) 是 可 分 的 ， 设 由 Ф, 
Фе Ж D(A) 的 基 函 数 .所 以 f@ 1 EREM, EE OD, 
在 D(A) PRR. eW, = 8рап{Ф,,Ф,,-,Ф 1, WU, 
eW ， 则 (10.4.35) 的 Galerkin J43 RJ ë 

(0,070) + (0 (0,9), + (NU, DPD) 

| = (6009), | (10.4.38) 

U, O= 0, єї ‚О О, 20, m- + э: (10.4.39) 
出 常 微分 方程 理论 可 知 , (10.4.37) — (10.4.38) 在 [0,7] 上 有 有 唯一 
解 ， 令 
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U (0) = БЕ (D0, 

| еч 
ТЕ50(10.4.38) яек 2 5 Tüm, 并 利用 

Waaa = 
可 以 推出 | 
， (0, (OU (O), + NU (0,0 00), = (С(1),0 (0) (10.4.40) 

由 于 ed(H,H)， 所 以 
АТИ (Ola $ CAU (Ой, + UGO ПО, ON, (10.4.41) 
ШО 1, <C, АШ 


lU (Os < C, +C, үш (ol) 4 (10.4.42) 
由 Gronwall 引 理 得 | 
lU (DI < C (与 m 无 关 的 常数 ) (10.4.43) 
由 此 知 , 存在 U ,之子 序列 U 使 得 | 
О, ә] ^(0,Т;Н): ЛЫН (10.4.44) 
设 
č ,eC'([0,T), ¿ (T) = 0， Zio, =y (10.4.45) 


ER (10.4.38) 中 置 m =k, ЗЕЦ ARE, ISM, <k, Ë pR 
和 和， 分 部 积分 后 ， 得 


| (—@, н (UA у), + NU, др Mdi 


- | (С.у) dr + (U убо) (10.4.46) 
由 于 式 (10.4.44) 和 式 (10.4.39)， 式 对 (10.4.46) 丙 边 可 以 进行 极 
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限 过 渡 , 得 到 满足 式 (10.4.34),(10.4.35), Fe h 0 = v 
由 (10.4.45) 决定 的 . 至 于 对 满足 (10.4.36) 的 任 一 个 两 数 @， 可 
以 选择 由 (0.445) EXM y, 使 得 当 ;i-* oo 时 ， 有 

ly, Ф| т тА) 个 0, [7 7 Ф | LoT, н) 一 0 


因而 (10.4.35) 对 满足 (10.4.36) 的 任 一 函数 都 成 立 . 
现在 证 明 唯一 性 ， 设 U 是 (10.4.35) 的 解 ， 其 中 G = 0，U， 


=0, $Ü EU 的 延 折 ， 使 *< 0 也 有 意义 ， 在 (10.4.35) 中 
Ju b = gy, ё D(( — ©,Т)) 中 的 函数 在 [0,7] 上 的 限制 AT 


EOW, DADs + NOW = 0. (10.4.47) 
УЖ ХТУ. 
HÜ JÜ 对 于 +> 时 之 零 延 拓 ， 我 们 得 到 在 D (R ) 意义 
PRV. 
E Üy — (0,Аџу) + (0,0), = cid (1044$) 


рек), зЗ 10,2110 .Х1(10.4.48) о ЕЧ 


在 


`— 


FOr дай — (Ü рд) + (УЙ * ру), = cele D 


| (10.4.49) 
HT Т, pü — T)=04 


É * pj), — (Ü * p, Ay) a + (Ож р) = 0, < T 
(10.4.50) 
从 上 式 掩 出 , y> (й* p, AY), E D(A) 上 按 H 拓扑 是 连续 的 . 因 
WÜ * p(0D)eD(A)， 这 时 我 们 可 以 在 (10.4.50) PR = О * p0), 
利用 104.24), Жж) = О + (0) 9 
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14 2 
э vO + (Nw (0) = 0. м< T 


w=0. [<0. 
从 而 w= 0， 因 而 
Dxp=0 <TH мо 
所 以 U = 0. 证 毕 
引 理 10.4.3 H/H, 那么 Yi4> 0, 问题 
(A+ 4) = f 
存在 唯一 解 UsDI(A) 并 且 | 
lol SATI s (10451) 
证 应 用 Galerkin 方 法 ， 设 里 ,下 为 了 (A) 的 基 


ЖС, U є$рап{Ф D... 0 } 满足 


(А+ 20 DBD) = (Ф) 1<ј<әт (10.4.52) 


它 有 唯一 解 ， 设 U。 = Yee, WAR 110.4.52] ЮЖ, ER 
A, ADH (AU и) = 0 得 
MU = (6U) 
从 而 
lU l, <А Il, 
故 可 以 选取 子 序列 U,， 使 得 U, >U, 在 H 中 能 收敛 
另 一 方面 ,由 反对 称 性 
АСО Ф) 一 (О АФ). = (Ф) н 
求 极限 后 得 
AU, BD) (U. AD Ja = O ), 
H FO 任意 性 , W 
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AU ,ga 一 (U ,AGO = (60) VOED) (10.4.53) 
从 这 里 可 以 推出 0 —(U . A), 在 D(A) 上 按 开拓 扑 是 连续 的 ， 
因而 U .seD(A) 故 有 

(А + Д0, „Ф) = LD) DEDA) 
这 就 证 明了 U . E (6.4.50) 的 解 ， 取 @=U. 后， 利用 
(AU.,U.)，= 0 便 可 以 得 到 
ДО, = GU.) . 

从 这 里 可 以 得 到 (10.4.51), 以 及 解 的 唯一 性 . 

利用 引 理 10.4.3 可 以 证 明 

31 10.4.4 EO EL’ (0,Т;р(А?)), (0 EL? 
(0,Т:Н), Ф/(т) = 0. 0! —@ E L’ OTH) 中 收敛 , 0o. 
# L) O,T:H) 中 收敛 . А АФ — AG 在 L’ (0,T;H) 中 收敛 .其 
中 A! 是 介 电 常数 为 e 和 磁 导 率 为 p 时 所 对 应 的 算 子 . 

现在 我 们 来 讨论 在 真空 中 Maxwell 方程 Cauchy 问题 . 这 时 
介 电 常数 和 磁 导 率 为 常数 . e = s,5,，Hi =u 5 ЖШ 
二 0, J=0, G =0， 那 么 (10.4.31) — (10.4.33) 对 应 的 Cauchy 问 
题 是 


U+iA,U=0, U(0)= U° (10.4.54) 
这 里 算 子 4 ЖЕНЕН ТЕЙТ: 


0 一 rot є id 0 
ОЕ" 
гої 0 0 u id 
而 iq 记 为 3 x 3 的 单位 矩阵 .利用 Fourier 变 换 , 并 记 
2 А 0 一 px | 3 
(А О)()=М О(р), pER 
рх 0 


由于 Fourier 变 换 是 H 到 H 上 的 同 构 ， 所 以 (10.4,.54) 等 价 于 
200) +14,0=0 00) = 0° (10.4.55) 
WP (4) А, ПН, P Q) 为 相应 Fourier % 
换 ， 由 于 рхрх = рр'—|р|, Ж 


А pp 0 
e u A (p) = pl id- Е ‚| 
0 РР 


或 者 


id=0 (10.4.56) 


于 是 我 们 得 到 特征 值 2, =0, 1, (= 土 |p| /Vsn。. 直 接 计算 
可 知 它们 均 是 二 重 的 ， С И 


(A 2: mo- 中 V, аА, Ji (10.4.57) 
| лт u 

д. V , /一 12 

a Jaa | рма 


| (10.4.58) 
а,(р) = а, (р)хр. ра, (р) = 0, la (0) =1 
Q. Q, 0 分别 为 本 征 子 空间 ,于 是 


P,P, 0 - 
Q (p) = , (10.4.59) 
0 P,P, 
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— ` — Y - 


2:)= ` (10.4.60) 


Q _(p)= 0 ,(— p), 
â (D=, 9) – 9 _(pllp| SEF, 
А =10 (0) + Q Del /en, 


Â (D= А,(р)\р| /en, (10.4.61) 
Q (DÂ, (P = A,(pQ , (p) 
| = +Q ‚(р)|р| Z Ve, 


Q (PÂ (p) = А (р)О (р) = 0 
由 此 . 对 任 一 固定 的 peR , Ж 
N ipl 
LD = Н(А + + HO 
P, (pP) = H( ГЕ 0 _(p) + HA (р) 
-~ Iel 
+ HU — —Ë—)0 
( РГЕ 0, (р) 
Jt rBH( + )Д&Неау дей Ж 


н) ={, 20 


5<0 
令 0 为 任 一 向 量 , g ES, 那么 
0,(p,g,) 一 Q + (4 ,)oó(p Ау EHF, а,) 
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U (x,q )= Q ‚@„» ехр(іА4/ e u, xg )/ (2m) 
为 广义 本 征 向 一, 定义 
5 ya Jel 
P = H(À H(A 
, (4) ( +T - + Н(00, 


а 0 


十 五 (4 一 | | ү, (10.4.62) 


+ 
о 0 


ШР ( ЖА, 之 谱 族 ， 由 (10.4.62) 可 以 得 到 4 , 之 谱 族 为 
P (x)= F `P Q)F= H(AYI `+ П(4) 
其 中 
H =F OF 
(пушо) G) | exp(xp)(Q _ 0)(p)dp 


lnl> = ред, 2 


+” exp(ixp)XQ , ÜXp)dp 
Ipl< ев, А 
现在 我 们 米 推导 4， 一 4 之 基本 解 ; 
(4,- 200, = 6id 
或 
id 


Or)? 


(4,-5)0,= 
从 而 YieC、NR, 有 

1 \?? +odP (ш) 
6,-( 去 ) | 


2л о А-4 
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Vat ( 2 -0. Q, ‚9+ +0_ 0.10.) 
|+ 


(27)? | +A E HA Т7 * ЭГЕ 
id 
On A 
Jeu 
= 0. — Q _) 
(2л) (| — 2 s n.) 


со 全 ] 22 1 id 
= 4 +5 Д) 
(2л)? ( о А у . |? — дұ А, л (2n) А 
令 
y, (x) Imi>0 
s=] 
y, ©) Imi < 0 
其 中 y; б) = J p(t eu, |х|) 
у; (是 Helmholtz 方 程 基本 解 . 于 是 
1 КА 
(10.4.63) 
£ (p) TENE 一 e pA) 
故 
б, = eu (4, + А, g, -Żid 
或 . 


1 2 ó. 
G,=s u A, +34,8,- 214 
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aa a елат ин —— 


grad div/ 4 ip rot 
=| +å u id], 


~ie rot grad div/ À 
它 的 渐 近 行 为 
G (x)= + u, А G )G,(x) + °С 


1 
;) 
| 


X 


如 此 
(Q ,G до) = 005) 
` |x] 
或 
x G, (х) = of L) j= 1,2 
о "J |x! 
(06,0) = (1) Imi>0 
|х| 
(©.9,0) = 15) Imi < 0 
x]. 
因此 外 辐射 
Ме, Â) = 00) = оС) 
| “> 
或 | . 
[2 хо) U,G)= оС) 
H. х, x 1, X 2 иу 
而 内 辐射 


sh, 4+ йшй) = оС) 
x 


| 2 


+0 ,0 ) -QIG +о6—;) 
. ` í X 


(10.4.64) 


(10.4.65) 


(10.4.66) 


(10.4.67) 


(10.4.68) 


© (10.4.69) 


(10.4.70) 
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= 1 
(т x x U (x)+ О, (х) = о(—; 


|x] 
则 (10.4.54) 的 解 为 


+o 
U(1)= exp( — id 1)U° = | exp( 一 MDdP (2)U 


= 0 


) (10.4.71) 


+% : 
=N U" + | exp( — i2r)dII(2)U ° 


一 00 


:=U,+U,() 
这 里 ,与 :无 关 .对 应 的 Fourier 变 换 为 


+ с 
U() = exp( 一 iÂ 00° = | ехр(— Аар? (20 ° 


-0 
Ao 


„© + (exp{i]| ° |090 _ + exp(- il * 


IDo ‚)0° 
:= 0, +Ü () 
这 里 теги уен, В 
pp, ор 
Ü (р) = ‚ 10°) 
0 


р, p, 
_ 一 p p ,cos(zlp|) Ми е, р sin(z| p|) 
U (р) = 

iJu / с, р ,sin(z| p|) 


0 (p) 
~ pp ,cos(z| p|) 
S(1,X) 是 Maxwell 方 程 组 


\ 
3 — rot | 
Ë + “| ( = 6(1)6(x)id 
el rot 0 


的 基本 解 , 那么 可 以 得 到 


设 
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=- „l, 
S (x)= — grad Чу id 


rot rot 一 Ju, / е, rot? 
Ju /ee rot rot rot 
о 0 дї 


S (ux) = 


$105 磁 流 体 动力 学 


这 一 节 ， 我 们 将 研究 粘性 不 可 正 缩 磁 流 体 动力 学 方程 
组 (MHD)， 证 明 对 应 的 解 存在 唯一 性 以 及 讨论 解 的 渐 近 行为 . 

设 流 体 充满 区 域 0 c R, п = 2,3, 流体 宏观 状态 可 以 用 如 
下 物理 量 所 描述 : p= p(x,i) 流体 密度 ，p = р(х) 流体 压强 п 
= (W(X, 站 ， u,(x,t), u,(x,t)) ÆR RI t 地 点 x 流体 粒子 之 速 
Æ, B= (B (хы), B ,(x,t), В, (x,t) ERIT i 地 点 x 之 磁感应 强 
度 .我 们 假设 上 = 0 时刻 流体 是 均匀 的 ，p(x,0) = p, = const. 由 
不 可 压缩 性 推出 plx) = р, xE, м2 0, MARR 
纲 MHD 方程 28] 是 


2 + (u • grad)u — АЛи + gradp + гатай В?) — 5(В • grad)B = f 


Z + (u • grad)B — (B • grad)u + А rot(rotB) = 0 

divu = 0, divB = 0 (10.5.1) 
其 中 4= Re ', A 二 RR” ，Re= 工 .wx。/y 为 流动 Reynolds 
Ж, A =R], R,=L,u, cu № Reynolds% ,L ., 
T,,,B.。 分 别 为 参考 长 度 、 参 考 温 底 、 参 考 速度 和 参考 磁 感 
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应 强度 ,o 为 流体 电导 率 д 为 磁 导 率 , 设 它们 为 常数 ,而 s 
=M /ReR, = 和 M = B /hp,u,,M 为 Hartman 数 ， 
为 简单 起 见 ， 设 p(x,0) = р, = 1. i 
50 是 有 界 区 域 ， 则 方程 (10.5.1) 附加 如 下 边界 条 件 和 初 
始 条 件 | 
u(x,0)=u (x), В(х,0) = В (x) `x€Q (10.5.2) 


k ETE, T = 609 为 边界 (无 滑动 ) (10.5.3) 
B-n=0, rotB xn = 0 在 T 上 (理想 导体 界面 ) 
其 中 上 为 王 之 单位 外 法 向 向 量 . . 
有 时 也 考虑 局 期 性 边界 条 件 : . | 
U(x + Le ,) =u(x,t), B(x + Ге) = B(x, 2) (10.5.4) 
其 中 工 为 周期 , @,, i= 1,2,…,n 为 空间 R" 正 交 基 . 
| ап = 2, е 
ди, ди, ` 
kar TE Na = (uu) 
гою = Fe,- 20.) ЗЕТ 
对 应 于 三 维 的 向 量 微分 公式 
rot rotu = grad divu — Au ` | (10.5.5) 
对 应 于 二 维 的 公式 _ f одл. . 
rot rotu = grad divu — Au (10.5.6) 


二 维 情形 意味 着 流动 区 域 是 柱 体 Q x R, Q R ， 所 有 的 物理 量 
与 x, 无 关 ， 而 向 量 uB 是 平行 于 平面 ox x,. 

对 MHD, ЖУДИ N 一 S$ 方程 的 楚 本 空间 和 Maxwell 方 _ 
程 组 的 基本 空间 来 做 为 自己 的 基本 空间 ， 如 果 分 别 使 用 下 标 / 
fl т 表示 相应 于 N-S 方程 和 Maxwell 方程 的 话 ЯА 


—452— 


Ө ,= (veD(0)", diw = 0), V ,= Ө ЖЕН (0) е, 
V ,= (ven: (Q), divy= 0), H = Ө ÆL (Q "中 的 闲 包 . 
| H = {veL O", divv=0, v-n|. = 0) f 
Ə, = teeD(Q)", dive=0, c *n|, = 0) 
ү, = ӨН Q" 中 的 闲 包 
= {Сен '(0)", divC=0, C» nl, =0) 
H, = © ,在 L?(o)" 中 的 闭 包 
而 V 是 V 的 对 偶 空间 | 
v = {veH 0)", divr =0} 
对 V 装备 内 积 和 范 数 
(u,v) = (gradu,gradv), |+ y =(( Ў n 
ШУ 之 范 数 记 为 | 11,, ТШТУ 装备 内 积 和 范 数 
(uv), = (rotu,roty), lull} = (a,u), 
引入 基本 空间 
V=V XV,, H=H,xH,, V 为 V 之 对 侦 空 间 . 
VcH=H c V 嵌入 是 连续 和 稠密 的 , 
Ф = (и,В)єН, W = (vy,C)eH, 那么 H 之 内 积 为 
@Ф,#) = (u,v) + (B,C), ІФ)? = (0,0) 


[Ф] = (u,v) + s(B,C), [Ф] = [0,0] 
而 V 装 备 之 内 积 和 范 数 为 
(DP) = (иу), + 4, (В,С), 
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[Ф,Ф]] = Wo) + 54, ((В,С))„ 
IDI? = (9,0), [ol = ПФ,Ф]] ` 
定义 线性 连续 算 子 A,e2(V VO, А EEV, Vn) А 
e £(V,V ): | | 
<Amy> = ((u,v)) Р wreV Р 
<А, В,С> = (В,С), МВ,СЄУ, 
<P> = ((Ф,0) МФ,ФЄУ | 
我 们 同样 可 以 把 A ,A, ,人 A WJ H H, ,H 中 的 无 界线 性 算 子 ， 
它们 的 定义 域 为 
D(A ) = {uEV „ А дєн} 
D(A „)= (BeV A, BEH,} 
рд) = DAX DA) 
由 第 九 章 可 知 ， 如 果 ueV ,是 Aju=feV, 的 解 ， 那 么 存 
在 peL’ (Q) 使 得 wp 是 Stokes 问题 的 解 
= Да + gradp=f 在 0 内 
jew = 0 在 QQ 内 (10.5.7) 
ulr=0 | 
并 且 有 如 下 正则 性 质 : 如 果 feH (0)”, 120, Pu 
єн?*(О)'; peH (Oo)， 并 且 存在 常数 c> 0 使 得 ， 
lul paa ЖЇРЇ ө, S elfi 2 (10.5.8) 
同样 如 果 BeV „ЖА В = (ЄН, 的 解 ， 那么 
引 理 10.5.1 设 feH ,那么 下 列 条 件 是 等 价 的 
(1) BEV, ЖА, B= f 
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(2) Вен '(0)", ў 
rot(rotB)= f Жон 
divB = 0 在 口内 (10.59) 
B» n| = 0, rotB x n|. = 0 


证 3NZCeH'(Q)", C: п], = 0. 设 op 是 下 列 问题 的 解 


Ap 二 divC ЖО, °? | -0 
Ən |, .. 


由 椭圆 边 值 问题 正则 性 定理 ， 则 peH (9)， 所 以 C= C grado 
eVe FEA 
< A В,С > = (rotB,rotC) (rot grado = 0) 
(С) = (f,C) (J.feH ) 


(rotB,rotC)= (1С) N CeH'(Q)'”, С: n] = 0 


Tr 


利用 
| em "Cdx = |Brotcax + [в х С)паз (10.5.10) 


a @ а 


于 是 可 以 得 到 式 (10.5.9), ШЕКЕ. 


利用 (10.5.6)， 如 果 BeH (Q) 是 (10.5.9) 的 解 ， 那 么 B 也 
满足 
Í 一 AB=f ЖОР 


10.5.11 
B. n| =0, rotBxn|l.=0 ( ) 


同样 有 : WE feH (n), I> 0, WA ucH (O, Няс 
>0 使 得 


LIPET (10.5.12) 


14+2,0 
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ree чөл; re ~ 


所 以 , (А) = H° OO) У, EDA) = RO" (YV. 

定义 三 线性 形式 b(，;，…,. ) | 
БФ ;Ф,,Ф,) = a (иа, и,) ~ sa (B ;В, и) 

+a (и. ;8,,В,)–а (Ва, ,В,) МФ EV (10.5.13) 

以 及 双 线 性 算 子 B(，,。 ): Уху-ү 使 得 

< В(Ф,,Ф,),Ф, > = БФ 0,0) YD, eV (10.5.14) 
由 第 九 章 ( 引 理 9.3.1) 不 难 验证 

(Ф ;DB,,D) < стах(1„)ЇФ, l. 10.1 


2 s2+1 


LAR 
XO єн" (0)”, b, eH” '(0)”, ©, eH” (0)" (10.5.15) 


利用 这 个 性 质 以 及 АФ = 了 解 的 正则 性 ， 则 可 以 得 到 和 第 九 章 但 
似 的 结果 


1⁄2 1⁄2 1⁄2 1⁄2 


|5(Ф,;Ф,,Ф,)|< сф | Ф| ol ТАФ, Ф, 

МФ EV, Ф,єр(А), Ф,єН, n=2 (10.5.16) 
1/2 1/2 

CORRIE METALACA "АФ, |Ф,! 

YO єў, Ф,Єр(А), O EH, n=3: (10.5.17) 
设 M 为 一 个 6 x 6 的 对 角 元 矩阵 
M= (тт) ув» 
т,=1,1<1<3, mi =s, 4<1<6 (10.5.18) 
那么 


БФ |;Ф „МФ ‚) = a(u,ju,u,) +sa (uB B.) 
| — 5(а |(В,;В,,и,) +a (В, ;и,,В,)) 
ha Ce., WHER, 得 
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bD Ф,,МФ„)=0 МФ, DEV 

о, Ф,,МФ,) = – БФ, DMD,), УФ, EV 
”如果 利 用 检验 函数 yeH , Ж (10.5.1) 第 一 式 两 边 ЖА 
用 Stokes 公式 得 


(10.5.19) 


a х) + (и), + a (иу) — sa BBD) = (Гл) 
Ме сє, ЖЕ (10.5.1) 第 二 式 并 利用 (10.5.10), 1% 
人 к) +4, (В,0)), + a (u;B,c) — a, (Bju,c) - 0 
因而 (10.5.1) — (10.5.3) 的 弱 问 题 是 
feL TV д, Ф, = (a, B )eH, 
RO = (u,B)eL (0,T; V) 使 得 
у (Фр) + Ф, Фур) = < F, > 


хр = (v,c)€ V | 
Ф(0) = Ф, | 
共 中 F = (70) 
(10.5.20) 的 解 称 为 问题 (10.5.1) 一 (10:5.3) 980, ЖҮ 
€L ° (0,T;H), @ ,eV， 那 么 (10.5.20) ÑE Ò 


EL? (0,7;0(А)(\І. (0,T;V) @# Ф 称 为 问题 (10.5.1) 一 (10.5.3) 


(10.5.20) 


的 强 解 . 
对 应 于 MHD 的 发 展 方程 可 以 表示 为 
аф | 
= + AD + В(Ф,Ф)=Е 
dt Ф,Ф) | (10.5.21) 
Ф(0) = Ф, 


为 了 说 明 (10.5.20) 的 解 也 是 问题 (10.5.1) — (10.5.3) 的 解 ， 
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Te ee rr aa, = ++ EE 


要 利用 
а |(ч;В,с) — a (B;u,c) 


= [тоцв x u) • cdx = | в хц) • rotedx (10.5.22) 


这 个 公式 在 今后 也 是 很 有 用 的 
FE, ， 我 们 来 证 明 (10.5.21) 解 的 存在 唯一 ， 为 此 先 作 解 的 
先 验 估计 Æ (10.5.20) FS у= MB， 利 用 (10.5.19) 得 


y (ul + s]B|) + Alul? + зд, BIŻ = (fu) (10.5.23) 
积分 后 得 到 能 量 方程 


t 1. 
lu()| + 9180) + | ШЕЕ, asa, | IBI ds 


° 


=, +5В | + 2| (Pd (10.5.24) 
运用 第 九 章 中 同样 的 手法 ,得 
Tr > T › R. 
| lul аз < Rek, |. IBI; ds < 35k, (10.5.25) 
sup (lu| + s|B| ) < k, (10.5.26) 
telo, T] 
其 中 
2 2 r 2 
= lu Í + siB? + Ref їп? а! (10.5.27) 
注意 到 


ul < с lul, VueV „ |В|< C IBI, YBev, 
жашоо зз») 车 设 feL” (0,ос,у ), 则 得 


E q + зв) + min(e 24 с, Xul + siB) < 2 HH 
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(10.5.28) 
ШОтопуа115 | 8 


sup ((шб0)1° + sB) < k, (10.5.29) 
te(0.%) ` 
其 中 
k,=lu,| + 5В |° +max(Re’C?,ReR C?) sup ICI? (10.5.30) 
te(0.co) 
如 果 在 (10.5.20) 中 取 y = АФ, 那么 
ld 2 2 _ p 
2 Il + [АФ = (ГА Ф) Ь(Ф;Ф,АФ) (10.5.31) 
(1) 当 n = 2 时 , 则 有 


1⁄2 3⁄2 


о lol? +1АФ < If JADI + cial’? ПФ + IA0| 
利用 Young 不 等 式 , 则 有 
£ lol? + Am <an? + cot iol (10.5.32) 
因而 , 利用 (10.5.26) 得 
2. IDI? + |АФ|* < 210 + ск iol‘ (10.5.33) 
出 (10.5.25) 知 
Ñ IOON < ck, (10.5.34) 


联合 (10.5,33), (10.5.34)， 利 用 Gronwall 引 理 同 样 可 以 得 到 
supl BO < k, (10.5.35) 


te(0,7] 


再 一 次 利用 (10.5.33)， 则 


коо. 
| |дФ dr < к, (10.5.36) 


o 


(2) п= 3, 这 时 有 
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3⁄2 3⁄2 


F а il? + |АФ|* < 10 + [АФ + СПФ“? + IAG 
利用 Young 不 等 式 
1 lor Ао < 2Jfl° + сфр (10.5.37) 


由 于 我 们 不 能 估计 工 (0,T;V) 中 的 界 ， 利用 第 九 章 中 = 3 时 间 
样 的 技巧 ， 我 们 得 到 
sup. lol? < 2(1.+ Ф | у (10.5.38) 


telor, 
T. С, I 
| ADP <, ` (10.5.39) 


其 中 了 ,, k, 4583508, НТ, =k (+1017. 

有 了 以 上 的 先 验 估计 , 则 有 下 列 存在 唯一 性 定理 ， 

定理 10.5.1 设 feL (0,Т;У ), Ф, = (u,,B,)eH， 那 么 问 
题 (10.5.21) 存在 一 个 弱 解 BeL*(0,7;V) 人 LL”(0,T;H)， 进 而 

(1) 当 靖 = 2， 解 是 唯一 的 ， 且 Фесцо,т];н), Ф’ 
eT, (0,T;V ); 

(2】 当 n= 3， 至 多 存在 一 个 解 满足 be L (0,T;V). 
” ”定理 10.5.2 ег," (0,Т;Н), Ф EV. 

(1) n=2, RAA (10.5. .21) 的 解 满足 Фет (0, T; 
DA 站 EL” (0, НАИ 

(2) п=3, ЖЕТ, > ОЖТ О, у [Ф |), 在 [0,7,) 
E, (10.5.21) 存在 唯一 解 DEL (07 ` DAYAL” (0,Т:У).: 

` M 这 里 ， 只 证 明定 理 10.5.1. 这些 手 法 ， 在 第 九 章 均 可 

ARH, Ж», 为 A 在 H PEAS, П. 
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W , = span[w,,w.,,-*,W } 
РАНИ ,上 的 正 交 投影 算 子 . 车 察 Galerkin 的 通 近 
N 
dt 
它 在 [0,Т ,] 上 存在 唯一 解 ，T、> 0， 下 面 的 估计 说 明 Т, 可 以 
ЖЕЖ, Т, = Т. 
运用 前 面 同样 的 方法 可 以 得 到 @ єт, (0,T;V)(YL @,Т;н). 


db, 
dt 


+A, +Р,В(Ф,,Ф,)=Р,Е,Ф,(0)=Р,Ф, (10.5.40) 


HE L (0,T;V) 中 有 界 ，|P l, 5 S 1， 可 以 得 到 
eL'(0,T;V )， 由 紧 性 定理 ， 知 存在 一 个 子 序列 四 使 得 
在 L OT VEKY 
Ф, >D 在 L (0,Т; MEERA 
在 L (0,T; H) 强 收敛 
故 对 (10.5.40) 可 以 进行 极限 过 渡 ， 得 到 Ф 是 (10.5.21) 的 解 ， 应 
用 第 九 章 中 同样 技巧 可 以 证 明 beL“(0,T;V) (0 =3). 
和 Naviev - Stokes 方程 一 样 ， 它 的 解 具有 Squeezins 性 
E, MEEO) mG.) ОО Фу, | 
ПФ 1 <, ly,l < R, ff eL” (0,00; ) 
BAFER В,, В, 它们 只 依赖 于 Q，T; s, åp Ap A 
Ila fle EAH x, > 1 要么 成 立 


о) – (91 27Р „(Фи)— yO 
或 者 


1⁄2 


ID) — V(O) < ехр(– B àye l, —у | 
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由 这 个 性 质 可 以 证 明 式 (10.5.21) 的 泛 函 不 变 集 具有 有 限 的 
Hausdorff 维 数 ， | 
在 Š 9.10 中 所 讨论 的 解 的 渐 近 性 质 ， 对 мнр 方程 也 同样 
ЮМ. 
$106 33 48 
在 这 一 节 我 们 讨论 由 热力 驱动 的 流动 ， 它 在 大 气 环流 等 研 
究 中 具有 重要 地 位 .这 个 方程 组 炮 合 Navier- Stokes 77 MAE E: 
方程 h Boussinesq 通 近 而 得 到 的 、 

е i= 1,2,3 为 R” 中 的 正 交 单 位 基 向 量 .流动 区 域 是 : 0 
<x <h, x =0, x = 有 分 别 为 下 底 和 上 底 ， 在 下 底 流体 温度 
AT o ERAT BT «т УЖ а= (и, i= 1,2,…,) 为 
流体 速度 ，P 为 压力 ，T 为 流体 温度 ЖАЮ ФЛЕШ 5 


[o Gy + (ugrad)u) – p vAu + gradp = p g(l + a(T, Т) 


‚с, + (ugrad)7) 一 P, kAT = 0, divu = 0 
这 里 g = 一 ge, HEE, p, >0 为 密度 а 为 流体 体积 膨胀 系 
B, c, 为 定 容 比 热 , к 为 热传导 系数 v 为 动力 粘性 系数 . 
上 述 两 组 方程 分 别 除 以 p, Яр с,, ҢЫ р р/р, 
+ ах, ДИВ] 
= + (ugrad)u — vAu + gradp = gx(T, — T), divu = 0 (10.6.1) 


ôT 


51 + (ugrad)T — КАТ = 0 . (10.6.2) 


边界 条 件 
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u=0, x =0, х, =А (10.6.3) 
T=T，,x =0, T=T,, х, =h (10.6.4) 
在 x,(i= 1w"%*,h 一 了 方向 , 洪 足 周期 分 别 为 ! 和 工 的 边界 条 件 . 
无 量 纲 化 , 即 
x=hx,l=h[, L=hL, 
t=(h/ gaT, — T) t, T= (T, -T T’, 
p=hga(T, — Т,)р, u= (hgx(T 一 T) u, 


-1/2 


, 3 -1/2 К Ку 172 
k = k(h gaT, T.) er . 
再 引入 Grashof(Gr) 数 ，Prandtl(Pr) 数 ，Rayleigh(Ra) 数 ， 
б. = (07) 7°, pr=v /k,Ra=(v k) ` (10.6.5) 
代入 (10.6.1) – (10.6.4), FAH 47 , 4A 


ĉa + (ugrad)u — АЛа + gradp =e (T— T), А = Re ` 


v = (оТ, —T,)) 


(10.6.6) 

ôT 
St (ngrad)T ~ КАТ = 0 (10.6.7) 
divu=0 (10.6.8) 
u=0,x =0O#lx =] (10.6.9) 


Т=Т,, 在 x, =0, Т=Т,=Т,—1, 在 x,=1 (10.6.10) 
Fe 0=T-T —x (T —T,)=T—T +x K 

Р(х, +x /DT, ~—T)=p- (х, +x. /2) 
REP, MARN Benard 5 HE: 
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ĉu 
z; + (ugrad)u — ¿Au + gradP = e Ü (10.6.11) 


00 ; 

57 t (Ugrad)0 — u, — kA0= 0 (0.612) 
divu = 0 (10.6.13) 
0=0 {Ех =0,x =1 (10.6.14) 
u=0 х, = 0, x = 1. . (10.6.15) 


引入 基本 空间 ; Q = (0,1) x (0,1) 或 Q = (0,1) x (0, L) 
x (0,1)，Hilbert 空间 
V=V xV, H=H xH, 
V = (ueH'(0)”, ul, _, = 0 在 其 它 方向 满足 周期 性 
ЖЇР} | 
V ,= feVi， Чуу = 0} 
对 V ,装备 内 积 和 和 范 数 _ 


(u,v) = | gradu • gradvdx, llul” = ((u,u)). 


ШУ AREV 之 乘积 范 数 和 乘积 内 积 
H = (О) 
H = [ve (Q), divy = 0, 


= 0, у, i= lyen -1 满足 


=0, v 


n 
x, =й 


周期 性 边界 条 件 上 
设 D(4)= D(4,)xD(4,), D(A у= V 站 HG) ， р) 
= v NR’). AF A, EWF | 
(4 цм) = (иу) SZu,ve D(A ), 7= 0,1 


x = і 
x 
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АЖИҖЕЛШЕЖ, 4， 是 H, PERT. O 
ЖУЖАН ИТВ, (-,-:): р(А )хр(А н, 

FB (:,-):D(A.)x D(A ) 一 于 为 

(В (и,»),т) = а |(и;ү,#) YuvweD(d „) 

(В (u.g), y) = a, upy), 

WueD(4,), YOWweD(4,) | 
于 是 Benard 问题 可 以 表示 为 如 下 形式 的 发 展 方程 

Ë +44 u+ В (па) — e, 0=0 


а +kA 6+ B (0) —u, = 0 
引入 变量 p = {1,0}, 则 Benard 系 统 可 以 表示 为 
B + Ap+(p,9)+ Ro=—0 ` 
Ф(0) = ф, = {u,,0,} 


其 中 4p = {5А ukA 0), Ко={—е 0, —u b 


В(ф,ф "у= (B Gu), B (u` )) | 

显然 ， 双 线性 算 子 和 第 九 章 中 所 定义 的 双 线 性 算 子 是 有 相 
同 的 性 质 ， 因 此 ， 第 九 章 的 结果 可 以 运用 到 式 (10.6.16)， 于 是 
和 如果 = 2, ША ЄН, ж (10.6.16) 有 唯一 解 

фєС(0,тН)[\ї, (eV) Yr>0, peC((0,%), р(А)) 
并 且 可 以 定义 半 群 算 子 Sl): p(0) 一 p00) 

S(t+s)= S(()S(s) Ys,t>0 
Ж п = 3, VO e V EE 1, (M):lo, I < M ERA (10.6.16) 存 
在 唯一 和 解 psEC((0r ); DCA) 


(10.6.16) 


——w 


而 半 群 算 子 500) 是 将 球 {ууу < m) 映照 到 V， 只 要 s +1 
< т.т) 50) 也 具有 半 群 性 质 . 
引 理 10.6.1 їо = (u9) 是 Benard 问 题 的 解 ， 而 
—1<0 (х)<1 ае. хєО (10.6.17) 
那么 
—1<6@(х)<1 а.е. xEQ, ae. t (10.6.18) 
”如 果 o = (0.0) 对 所 有 的 г> 0 都 有 意义 ， 而 (10.6.17) 不 成 
立 .， 那 么 
0(x,t) = Ux,) + Mx,t) (10.6.19) 
一 1< Bx,?) S 1, Ax, г» + oH, PRX. (10.6.20) 
证 由 式 (10.6.17) 有 
Т,&Т(х,0)< Т, ае. xEQ. 
我 们 要 证 明 T, < zx, ST, Мае, xEQ, а.е. t. ik 
T-T, Т>Т, 
т-тд,-{, Т<Т, 
(T-T).=0,x =0,x =1 E(T-T,), е1 "(бутун '(0)), 
МТ-Т), 乘 式 (10.6.2) 两 边 , 并 且 积 分 使 得 


ld 2 2 _ 
сп; T T),| +ki(T-T,), l =0 
由 Poincare 不 等 式 得 
A T), +k(T- T), <0 (10.6.21) 


MAT- Т,) iÈ t ERAR, ， 而 !=0 有 时 它 是 零 ВИД 
> 0 它 也 都 是 零 ， 即 r(… NST, yeo. 同样 可 以 证 明 (Т 
— T.) _ 情形 .所 以 式 (10.6.18) 得 证 . 


如 果 (10.6.17) 没 有 被 假设 ， 则 由 (10.6.21) 得 
KT-T,), (O| < (T Т), (Olexp(— kt) 


同样 有 
(Т—-Т„)_@<(Т—Т„)_(0Уехр(— kt) 
#Т=Ї7+1Ї, Т=(Т-Т),-(Т-Т„)_, АШЖТ, 
<Т< Т, DKRKT(O3-04 L (Q) 中 成 立 ， 只 要 ! 一 + о. 
IPC OIS KT- Т), (0+ (Т—Т,)_(О)}ехр(— ke) 


证 毕 . 
利用 引 理 10.6.1, W 
10001< 18| + 191 
< IQ + {10 — 1), (Ol + КӨ + 1) _ (0) }ехр(– kt) 
所 以 
l. SIA + 100—1), OOD (OO (10.6.22) 
lim supl8()| < o| (10.6.23) 
这 里 lol 是 Q 之 体积 . 
又 由 于 
(В (GP)=0 veye, (10.6.24) 
(B (ф,8),8)=0 YoeV,, YoeVy, (10.6.25) 
于 是 有 
54 ul? + Alul? — (би )=0 (10.6.26) 
l d „2 2 _ 
22719 + 101 — (8,0) = 0 (10.6.27) 
从 而 
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ld 2 2 å IO 
zg ™l + Ач < lu + зр 


<; Jul + or (Poincare 不 等 式 ) 


d 2 ~ 2 
g; ™ 十 àla < zio? 


МСО lu, exp(— 3) + y 0C — exp(— 20) 
. А 


由 (10.6.22)， 则 
тазири < ¿ 0] | (10.6.28) 


KALA: 


男 一 方面 ,积分 后 又 可 得 


шю? af lu ds < ш! +47] осо) 
2), (ғ)! ‘ds < zh, 上 十 二 二 O(s) ds (10.6.29) 


tim sut f lu) ds <А 0] 


对 于 0， 同 样 有 
20? + 26101 < 2107114] 


a ШӘ юу + 2 | ел1 


lim sup- | 10C? ds 


Й 
1-90 


<z flim sup OOO lim op КОЛО 


t> 0 
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` —— мыр шк 


lim sp [| 0(5)| з 1 1101 (10.6.30) 


定理 10.6.1 .对 于 w=2， 在 Y 中 ,在 半 群 8(0) 存在 一 个 有 
界 吸收 集 工 . 对 任何 VY PARR р, PE (D) > 使 得 
5090р ех Yizup) | 
证 WD < {(и,0)єУ, lul < М, |0] < М} e> 0, 
由 引 理 10.6.1 FÈ (10.6.28) 得 | © 
GOM «10р +e, ар А |р e 
Aaa t 


r. “чү? + АА „ч = = (0,u )— (B (u,u), А u) 


< |0||u] + |в, (ии) А, u| 


1⁄2 3⁄2 


< Ollu] + clu] lulja, uj ` 
< 10110 + ŽIA ul? жш їчї ` | 
所 以 , 对 于 :> 1, 有 


d 
S lul? + ДА ul? < 20l] + — lul llul! 
і А 


а 


< 2010 ` + gE +0+5 y€ 


i2 
O 
адар", > r, 


对 (10.6.26) 在 (1,t + 1) 上 积分 得 | 


+1 
lt DP +22[ ON as 


t+1 
< щй" +2 I0G)luG)as 


t 
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1⁄2 2 


+1 
Í {п as <s (Q +e) +4 (QIU 


1 1⁄2 


f +a 10] 
应 用 一 致 Gronwall 引 理 ， 便 可 得 到 
ln)? < (а „() + а, expla, ©) 


+e) 


其 中 
а, = 200] 


1/2 1 1⁄2 


+s) |Q| “+ e) 


РА 


1 1⁄2 1⁄2 1⁄2 


(A |Q +a + 4 (Q| 


_ 1 

асу 
a =2c4 ЧА ol + да, 

因而 , Mt 之 1 十 +, 我们 可 以 选择 =D, x 也 ,使 得 


E, ={pEV ,|ф1<4/а, +а, охра) 
类 似 地 可 以 推选 了 ， 这 就 是 吸收 集 . 
对 于 吸引 子 的 存在 性 ， 可 以 用 第 九 章 中 关于 N -SHEH 
似 方法 来 证 明 . 而 且 同 样 可 以 证 明 ， 豚 引子 的 Housdorff 维 数 是 


Amy. 


+ ЧО + е) 
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附录 А 非 线性 泛 函 分 析 中 的 若干 问题 


本 附录 中 ， 我 们 将 简要 介绍 非 线性 泛 函 分 析 中 若干 问题 ， 如 
泛 函 极 值 、 位 势 型 算 子 、 单 凋 算 子 等 .它们 在 研究 非 线性 边 值 问 
题 中 有 非常 重要 的 应 用 . 


$А.1 非 线性 算 子 


众所周知 nikt TeL(X,Y)， 这 里 X,Y Æ Banach 空间 ， 
是 指 算 子 了 满足 阅 u,veEX，a,PeEK( 数 域 )， 有 T(au + Во) 
= «Т(и) + PT). 如 工 不 满足 上 述 等 式 ， 则 称 它 为 非 线 性 算 子 . 

БЫА: ЕДЕ Еа: УД За Б ул» 
的 概念 和 记号 S>, (5), 一 ( 弱 星 ) 来 讨论 算 子 的 连续 性 . 

定义 A.1.1 算 子 T: X 一 Y 称 为 在 点 wu eX 处 连续 ， 是 指 
如 有 果 对 于 XX 中 每 一 个 收 和 敛 的 序列 и, A Tu EY 中 收敛 
+ Tlu) WR TERA O 内 每 一 点 是 连续 的 ， 则 称 了 在 Q 上 

定义 A.1.2 设 T 是 由 XX 到 YY 的 一 个 算 子 ， 

(О TÆ u ,eX 处 强 连 续 ， 如 果 对 每 一 个 在 义 内 弱 收 敛 
Tu 的 序列 {и}, RA Tu) EY hik ak T(u ). 

(2) ТЕ u SX 处 弱 连 续 ， 如 果 对 每 一 个 在 义 内 弱 收 敛 
+ и, 的 序列 {и}, Я Ти) 在 Y ФК Т(и ). 

因为 按 范 数 收敛 意味 着 弱 收 敛 也 成 立 ， 从 而 强 连 续 算 子 了 

ХЕХ КЇЎ, 强 连 续 和 能 连续 是 一 致 的 .事实 上 ， 此 
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Та онота ач а 


时 Y= R. 对 于 实数 ， 强 收敛 和 弱 收 敛 是 一 致 的 . 按 通常 的 习惯 ， 
我 们 定义 泛 函 f: X 一 R Жи EX 处 弱 连 续 ， 如 有 果 对 每 一 个 在 
中 弱 收 敛 于 и 的 序列 {u,}， 都 有 在 R h, (и) /(и ). 注 意 
对 泛 函 而 言 ， 弱 连续 的 概念 比 连 续 的 概念 更 强 . 

定义 A.1.3 BATT: X—X(X АНЕ). Æ- {и} 
cX, и, 收敛 于 wu， 都 有 T(u,) 弱 收 敛 于 T(x)， 则 称 算 子 工 在 4 
处 次 连续 ， 或 称 为 D - 连续 (Demicontinuous). 另外 . 
YL > 0, 1 一 0， 那 么 ， 对 任 一 veX， 都 有 T(u + t,o) 弱 收 
Ж Tu), ШЖ T f u 处 半 连 续 ， 或 H- 连续 (Hemi- 
continuous). | | 

算 子 了 在 X 中 处 处 次 连续 ， 或 处 处 半 连 续 ШЖ T # X 
上 次 连续 或 半 连 续 . | 

由 定义 可 知 ， 次 连续 必 是 半 连 续 . 

定理 A.1.1 设 线性 算 子 L: X— X”. 如 果 工 是 次 连续 的 ， 
那么 工 也 是 连续 的 ， 

证 ”只 需 证 明 工 在 零 处 连续 即 可 . ЖАА, ， 则 存在 一 个 序 
Я] {и Yu, =0. 1B Lu, ly ®(є> 0), $t, = lu, 17 U (и, 
#0), v, =t u, Шо 一 0， 但 是 

ILo 1,, =t, lu ly 281, 9 9 

ki; LEERT JA. 证 毕 . 

由 泛 函 分 析 知 Banach 空间 X 是 自 反 的 充 要 条 件 是 和 中 任 
-A RENEE. 因此 ， 自 反 Banach 空间 非 线性 算 子 是 
我 们 首先 关心 的 . 

定理 A.12 设 义 起 白 反 的 Banach 空间 Т: ХҮ 是 强 
连续 的 ， 则 了 也 是 紧 算 子 . 

定理 A.1.2 的 逆 一 般 是 不 成 立 的 . 例如 定义 在 Hillert 空 
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ШН EZA /(u): = lul 是 紧 的 ， 但 古 存 在 一 个 序列 (e F fl 
i H HEZE, ÆH 中 ,一 0， 叉 对 每 一 个 n, le,1=1. 从 
而 /了 不 是 强 连 续 的 . 

但 是 ， 对 于 线性 算 子 ， 定 理 A.1.2 的 逆 是 成 立 的 . 共 证 明 
要 用 到 下 述 引 理 . 

引 理 A.1.1 L: 和 一 Y 是 线性 有 界 算 子 ， 则 工 是 弱 连 
续 的 . MAREX h, u, >u (E), MEY Lu, > Lu, 
( 88 ). 

证 ito 是 Y“ 中 任意 元 素 ,考虑 

Қи): = Биш ` > `u ex 
BA LEER, ЖЫ Tk X НАНЕ, mM! EAR 
的 ; 
|<(Lua >| < ILwl le l. «Ы, lo Hy, 
从 而 存在 一 个 & EX 使 得 
(Luu >= ии > vuexXx 
MAREX фи >u (B), Жи, —и„и`)—*0, Yu’ EX 
以 及 《Lu — u), > 一 0. 由 5 EY’ 的 任意 性 ， 有 Lu, 
> Lu (8) BEBE. 

定理 A.1.3 设 和 是 白 反 的 Banach 空间 , Y 是 Banach 空 
Ш.Ж: X 一 Y 是 线性 紧 算 子 H| L 是 强 连 续 的 、 即 工 把 
弱 收 化 ”序列 映 为 强 收 敏 序列 . 

证 {и eX, u >u (98), ВТЗ Ди, Lu,- 
如 不 然 TE fu „}= (lu 1 使 得 

HLu, — Lu |, >в, Же (A.1.) 
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对 序列 fuh DA u, >u (9), AMEX Ф (и YAR OX L: 
是 紧 算 子 ， 因 此 存在 {u} с fu „}, 使 得 在 Y 中 Lu , +o SY. 

22— J, ， 根 据 线性 紧 算 子 是 有 界 的 以 及 引 理 АЛ., hu, 

>u (9 ) fE Y P Lu > Ги ( 弱 ), 又 弱 极 限 是 唯一 的 ， 故 

E Y 中 有 wv = Lu 以 及 Lu,, 一 Lu,， 这 与 (A.1.1) 了 矛盾 .从 而 

EY 中 有 Lu, 一 Lu,. 证 毕 . 

和 连续 函数 的 Weierstrass 定理 一 样 ， 对 于 能 连续 省 函 也 有 
广义 的 Weierstrass 定理 . 

定理 A.1.4 设 义 是 自 反 的 Banach 空间 , K < X EAR 
5% И1Ж ( 即 相 对 于 弱 收 敛 是 闭 的 ). 如 有 果 泛 国 了 在 天 上 弱 连 续 ， 
那么 了 在 天 上 有 界 而且 达到 它 的 上 确 界 和 下 确 界 . 

证 ”首先 证 明了 在 天 上 下 有 界 . ЖТ, MEEI 
{u } c 天 ， 使 得 lim f(u )= 一 oo. 因 为 天 是 有 界 的 ， 故 fu } 
是 一 致 有 界 的 ， 从 而 可 选 出 一 个 在 X 中 弱 收 敛 的 子 序列 {и ,小 
其 弱 极 限 为 u AA KERAN, u EK. h й 
知 /(u ) = lim /(и „). 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 lim /(и „) = — 00. 
从 而 / ЕКЕНШ. 类似 可 以 证 明了 在 天 上 有 界 . 

现在 设 о: = inf f(u). 由 定义 知 /(и) 2 а, МиєХ 以 及 存在 序 
A {и t< K, о = lim/(u,). 与 前 面 讨论 一 样 ， 可 以 选 出 一 
了 序列 {fu cK W&F u EK, mH. lim /(u „) = а. 另 一 方 
Hi f 的 弱 连 续 性 有 lim f(u) = (и) =. | f(u )= a 以 
及 f(u) 2 atue K. ШП f(u) = min / (и). 类似 地 可 以 证 明 存在 и, 
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EK, Eft U )= тах /(ш):ШЕВ. 


MERIR TEREE ERER DARE. КИШИГЕ 
£ E Rl rh UB ИГЕЗ E О ЕЛЕП. ЭА ЖЕТЕ ИГЕ 
RALAR , 即 上 有 界 或 下 有 界 . 这 就 引出 了 元 个 在 变 分 计算 中 
ОАЭ ЗЕ ЕЕЕ. | 

:定义 A.2.1 ТЕРА f: X R 3529 F ЛАЙ u, КҮҮ Т 


续 ， ПЖ X 中 每 个 收敛 于 的 序列 fw， f. далла 
Уи yt, lin: inf (z, y- PA 2. 1) 


гава аата о, ан 
AF u, Л lu |. A (ALDARRI Р, SAE u, 
eX 处 上 半 连 续 MEXX а fu h A: 
Jf(u )2 lim sup /(и, ) RE alis = MANZ, 2) 

S 称 为 在 ,eX AEB БАКЕ (изо, х h 8 
ати, BEH lu J, 822883. _ 
AREH, 如果 上 在 u, BRER, ME u 处 /是 加 下 


KESME LEER, КУЙ. с, а 
#1 ië H &—+ Hilbert 空间 , RUER 
з WDE fu yen 
MSE REER., 得 在 每 一 个 虚 到 єн; ужатен 
的 ERE, REH pi, >u 2088) Мано м, (uuu Y 
(ии). М о 
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—— аа s n аал, 


O<(u,—u,u, –и,) = lu | 20и, u )+ llu N? 
得 出 lu >2(и „ш )— lu 12, KRN нт influ 1? 2 lu 1 


42 Шви) E X x XR 的 连续 双 线 性 泛 函 ， 而 且 是 
正定 的 ， 即 B(u,u) > 0, YueX. 设 


` dJ(u)= 1ви ш) еш). yuex . 


其 中 glu) 是 X 一 R 的 线性 有 界 泛 函 . 则 J(u) £ X ежет 
连续 的 ， 

下 面 我 们 将 给 出 弱 下 半 连 续 泛 函 与 广义 Weierstrass 定理 相 
类 似 的 结论 . 首先 由 泛 函 分 析 知 : 

引 理 A.2.1 设 集合 天 是 闲 的 和 本 的 ， 则 天 是 能 闭 的 . 

定义 A.2.2 BAS: K 一 R f u 点 具有 增长 性 质 ， 如 果 存 
在 gc> 0， 使 得 pe 天 ,lw –- >а, Ж (0) > /(и). 

定理 A.2.1 设 义 是 自 反 的 Banach 空间 , K < X ХЕЙ 
H, f: 天 一 R 在 上 上 弱 下 半 连 续 . 如 果 

(DK 有 界 的 ， 或 

(2) 7 在 天 的 某 个 点 kK 上 有 具有 增长 性 质 . 
则 存在 wu,eK 使 得 , Ли) < fü) YueK， 即 /在 天 上 达到 
极 小 值 . | | | 

证 (1 首先 三 是 下 有 界 的 ， 如 不 然 ; 则 存在 (и) К, 
WE lim f(u, )= 一 co; X (u, } 是 一 致 有 界 的 ， 从 而 存在 子 序 
yl (u, } АЖ u, >u (8), 又 由 引 理 A.2.1 и SK. 因为 了 
在 天 上 是 弱 下 半 连 续 ， 则 有 /za )<lim inf(u,)， 而 这 
ij fu) — = 是 矛盾 的 .其 次 ， 在 天 上 /达到 极 小 值 .事实 
Е, W a= inf f(u), fu ЕК Su, >a (и 中 包含 一 
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Filu h Eu, >u (B )eK, WHU, >a. X. f КЕЙ F R 
МЕ, МШ Ли) < lim inf f(u ,)= lim f(u „) = x. W IH а 2 
定义 有 flu )2<, Жи) =. 
(2) Ж/Е» eK 具有 增长 福 质 . 令 
= {ueX: [и—ьрь lsa} 
则 在 有 界 闭 西 集 3 门 天 上 ， 由 (人知 ,了 在 3fK -上 达到 极 小 


{{, Xh inr(fGo,u e К} = inf[f(u),ue K[Y BY, Wk f EKEK 
到 极 小 值 .证 毕 . 


SA3 ЖАЯТ 


定义 A.3.1 ХҮ 是 实 Banach 空间 . 算 子 F: KC X 
— Y 称 为 在 点 ue K 处 (线性 )Gateaux Зу, 如果 存在 线性 有 界 
算 子 T(w): X ~Y， 使 得 
jim FG + 内 -= F(u) 
成 立 ， 这 里 :eR， 极 限 过 程 在 Y 的 范 数 下 收敛 , 
PCT Т(и)є £ (X,Y) PKA F 在 点 weX 处 的 Gatcaux 微分 并 
记 为 DF(x)， 则 D E(we £ (X,Y). 
YheX,，DF(w)heY 称 为 F 在 点 4 处 有 方向 上 的 Gateaux 做 
分 .如果 了 人 在 天 上 每 点 处 Gateaux 可 第， 则 下 在 子 集 KcX 
上 Gateaux 可 微 . 此 时 映射 zx 一 p F(u) ËBK 38 F fg K F 
的 Gateaux =, HWA DF, АШ DF: Ко £ (X,Y). 
EN А32 $T F:K< X SY 称 为 在 zxe 天 处 Frechet 可 
微 ， 如 果 存 在 线性 有 界 算 子 T(x): X -;Y， 使 得 
F(u + А) — Е(и) = T(u)h + w(u;h) Yhex (A.3.2) 


= T(u)h YheX (A.3.1) 
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成 立 ， 这 里 wl.) ХҮ 
з lw ЮЙ, 
Ош [I l T 


算 子 Tlu) 称 为 下 在 点 ME 下 处 Frechet 导数 ， наж dF(u). 由 
定义 有 dFlwe (X,Y)， 如 果 f 在 KK 上 每 一 点 Frechet 可 微 ， 
则 称 FÆ XMT К LE Frechet а. ЖЕЕ u — dFlu) 称 
№ ЕТК Ей Fiechet 导数 ， 记 为 dFe (ХҮ). 

特别 地 — 如 果 泛 国庆 :和 一 及 在 乓 二 X 上 Gateaux Wi, 
MS иек ау 9% DS), ЖХ LERA R REZA А 
而 -yueK, Р/(и)єХ', Df: K—X'. 相应 地 -YAEX， 根 据 X 
和 XX 之 问 的 对 偶 映 射 ， 有 : i 

D /(и)л = <h, Grad/(0)> (A.3.4) 

这 里 Gradf(w) 称 之 为 了 在 点 # 处 的 梯度 算 子 Grad /( +.) RA S 
的 梯度 算 子 ， 而 f 称 为 Grad/f AMRA. 尤 共 是 ,- 如 果 X Y 
是 Hilbert 空间 ， 根 据 Riesz 表现 定理 ;存在 唯一 的 元 素 w eX 
使 得 《h,Grad /(и)» = (w Л). 那么 w 称 为 / Жи 点 的 梯度 НЕ 
记 为 w = Сгаа/(и). 

例 3 W Tu= лити’, ЖФА A Laplace AT, &X 
=C (Q), Y=C"(Q)， 取 最 大 模 ， 则 由 (A:32) 有 ` 

Tlu +) – Т(и) = АВ 20р =”. 

w(u.h)= — h” 以 及 (и, В), 一 suplz < lay, ЖЕ 4Т(и) = A 
— 20. 


ра Е. R'>R айжан n FEM, 


(A.3.3) 


ЩІ 00 20 
oo loo А, _ дЕ 2 : 
lim- [F(x + zh) — F(x)] = y =—— й, 5 DFO)h 
Шат ах." 
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р х= (хохон, ), h= (h А," Л) ШАР F(E x ËJ 
` Жу ЖЗ АЈБ -: 可 以 把 微分 学 中 的 基本 定理 推广 
到 Banach 2719. ХП E a РАО ТРН ДЕН „РШ X #j Y 
R k k T k АЗАА. 但 是 我 们 将 楼 证明; XPT X ЕЙ) 
线性 泛 函 ， 这 个 定理 是 成 立 的 .对 于 由 家 到 YY 的 算 子 ， 可 以 得 
到 这 个 定理 的 某 种 变形 . ш 
定理 A.3.1 设 KcX 为 山 集 ( Шы, vEK, /él0, l), жа 
+ (1 Dee K), f: K— R J X ЕЕ Нак Е 
是 Gateaux э], ДИТ re(0,1)， 使 得 
f) — Јо) = D fGu + (1 — z)e)(u 一切 (A.3.5) 
证 EX 000): = feu + (1 — De), MW Ф101] R E ф(0) 
= fw), 9(1) = /(и). 考察 p 在 гє(0,1) 处 导数 : 
Ф) = imć + J- Ф(0) 


п/Ч + 0 — 1)0 + elu n) — f(tu + (1 — D) 
0 6 
因为 在 tu + (1 – e€ K 处 /是 Gateaux 可 微 的 ， 最 后 一 个 极限 
存在 有 卫 等 于 Df 了 (tu 十 Q- — Dp)(n: — 0), 从 而 p(t) = D fu + (1 
= DD) — 0). H p 由 古典 的 中 值 定理 知道 ， 存在 тє(0, 1), 使 
得 Ф(1) — Ф(0) = gQ), 由 此 即 得 本 定理 的 结果 ШР. 
如 前 所 述 . 这 个 定理 对 由 义 到 Y. 的 任意 算 子 一 一 般 是 不 成 立 
的 .为 了 得 到 相应 的 结论 ， 我 们 进行 了 必要 的 修改 . 设 天 和 为 中 
集 ， 算 子 F:K— Y EG- 可 微 的 :对 于 寿 意 v eY, f (u) 
= (FG), >》 定义 了 天 上 的 一 个 泛 函 ， 同 时 了 是 .G- 可 微 而 卫 
f D f(u)h = <DF(u)h,o 59 YheX _ 
由 (A.3.5) Ж, Ми, K, 存在 200,1), 使 得 
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FO) — Fü), >=(《DFGru+(E -rp 一 oo” > (A.3.6) 
这 里 t+ 与。 有 关 . 
定理 A.3.2 1] Fit h K < X H YRT. mE F 
在 天 上 G- ЧИП DF 在 天 上 一 致 有 界 ， 即 存在 >0， 使 
R IDF) < M, Vue K. MH F # K LE Lipschitz 条件， 了 即 
IF) — ЕЙ S Mlu— vli, иек 
| 证 ”由 泛 函 分 析 知 ， 对 于 给 定 veEY， 存 在 v eY”, 使 
得 оь, >= ||| 以 及 lb; | = 1. #& h (A.3.6) 有 


CFU) — Flu), > = IFO) — Fadly 


以 及 
[CDF + (1 — t, Juo и) D| 
< DF o+ (1—t,)u)(o — и), 
从 而 
RD 一 El S IDFG 0+0 т )0)0 ш), 
< ||DFG o +O т) 10 ul, 
证 毕 . 


现在 我 们 证 明 G - 导数 和 F - 导数 之 间 的 关系 . 
定理 A.3.3 ШЕТ ТТЕ «ЄК 的 邻 域 内 Gateaux 可 微 并 
IL DT(u) Жи, MM T # u 处 Frechet Pf П. 4Т\и) 
= DT(w). 即 连续 的 G 导数 是 下 导数 . 
证 设 T:KcX 在 ueK 的 邻 域内 Gateaux 可 微 .六 hek， 
H ПАП, 充分 小 ， 根 据 (A.3.6) 有 


<Т(и + h) — TO),v У=<ЮТ(и+1)Ар ` ) 
ЖШ о ey 是 任意 的 以 及 re(0,1) 依赖 于 v .考虑 表达 式 wuh): 
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= Т(и + h)— T(u) = DT(u)h, MI 
Хеб) = «Ти + тп) – PTO)hw > 
则 存在 元 素 w。 (А), У = [»(и; AR - 
(pT + th) 一 ЮТ\(и)}л „о, >| 
< MDT + т„һ)— РТ(и)]АІ, _ 
еб, < IDT +z h) — DTN ЇЇ, 
Xh DT Ж и 处 连续 的 假设 Ж Ех 
[оти +r A) DTN 0 nly 0 
出 此 得 出 个 在 4 处 Frechet HEL dT(u) = РТ(и). НЕЕ. 
由 定义 可 知 如 果 了 在 ve 天 处 Frechet f, WTH u 
处 Gateaux 可 导 而 且 DT(w) = dT(u). 定理 A.3.3 RI, $n T 
在 u 处 G 可 导 且 ОТЕЛДЕ FTE . 


SA.4 位 势 型 算 子 


在 $A.3 中 ， 我 们 已 经 知道 .X 上 定义 的 Gateaux іХ 

的 梯度 是 由 X 到 XX 的 算 子 ， 即 
<D flu), h) = 《Grad/{(u),h> . 
Ж / (u) Œ и Ж Frechet 可 微 ， 则 相应 的 梯度 算 于 记 
% ргай/(и), Ж | Ес 
О (a f(u),h> = (grad f(u),h> © 

例 5 iH% Hilbert 25 8], /(и) = lulh, MU Grad/(u) 
= 24. 由 于 Grad/(w) 关 于 u 是 连续 的 . 故 Grad/(u) = grad /(и). 
尤 共 当 H=L:(Q)， 则 《grad /(u),u> = 2(u,v) 


ЭТЕД | <ргаа /(и),о)> < 2llull 


12 (m` 


02,0 По! 22,0 ` 把 grad /(u) 视 作 H' (0) 
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wu anam n — arc srmm n SÁ = 


>H (Q 的 线性 连续 算 子 时 , ПН ева, ж 
(втайне D) у, = (ийле ` bel (Q) 
定义 A.4.1 头 ЖЕ EK, tE Graddfa y= =, жи; AERJ 

ВЕЖ. е (а затар 
定义 A.4.2 Т; КУХ БА K = X LERS (Ri 

EHT, MEFE Gateaux TIER f: KcX>R, Ë 

得 Grad /( = Т(и), Yue K; аут ТЕК ЕЙ 

势 .如 果 /是 Frechet 可 微 ， EA gradju) = To, 则 了 称 为 

BERAE, УЖ ТАН." 

RRR RAAT Т КИШ f, корр ей 
жт тїй ЕЖЕ A PRLR алуа Tu, 
风 Отаа(Д\и) +2) PE, сев. ола ПОА 19 холост 25 

ИЕ atik e u ъв 
确定 的 . 

通常 ， 确 定 什么 样 的 算 子 是 位 势 型 的 以 及 它 的 结构 不 是 一 
作 容 易 的 事 ,下面 给 出 这 方面 问题 的 有 关 论述 ， 

CEREALO RAFT: хехе B= (u: lutu PSr} 
上 Gateaux 可 微 且 导 数 为 ЮТ; RELER: АА}; ag 
в (рти) 是 连续 的 ， гав EEMS ATARA нд 
要 条 件 是 S/neB: BAHE CTU y EARR 他 

<DT(u)h, v) =<DT(u)v, h) е ` ЧАП) 
进而 ， 如 果 (AA) ЗГ Lama s TEREI 

ГЕЗИ :. i 


WOE ү? ыз, «тш, iuu, Duzu, ш С | 


Маи, eB | | | лз) 


证 明 可 参看 [26]， 

定理 A.4.1 完 全 甫 决 了 可 微 算 子 的 位 势 性 态 的 问题 . 但 在 许 
多 问题 中 条 件 (A.4:1} 是 难以 检验 的 e, STA SS Hi (A.4.2) Ж 
后 在 B 上 直接 验证 Огай f(x) = Т(х). 如 果 给 定 的 算 子 不 满足 定 
理 的 条 件 ， 即 :7 是 环 哥 微 的 ,复位 同样 可 以 使 用 后 一 种 诅 法 ， 
在 这 种 情况 下 ， 可 以 给 出 更 二 般 的 人 条件 ， :对 任意 算 取 至 少 从 形 
式 上 解决 了 位 势 形 杰 的 苛 题 ， U š: 

定理 A.4.2. ИТТ хох, 是 X. 608 Tiyoom 


Í ¿T(tu),uydt 一 fa Тао) уа 
0 . 
=f re + би. 一 0), u war Е (А.4.3) 


如 果 (A.4.3) ЖИ ЛУ, газы MADAH., 
证 设 T 满 足 (A.4.3) 且 /由 (A.4.2) 给 


/(и + &В)— Ги) = j; Tlu + ОУ) 
&в—0, " озуб 
imt AUG + eh) - — tia = C70), ю- «бта, h>. 


HI T(u) = Grad f(u). 
x TAS 是 其 位 势 ， ` i] 


4, gre +n)= lims utat ev) — Sut] | 


Tt 
从 等 到 1 对 1 积分 , 得 | 


ft го) = |, «ти + о) уй. 
mu. te. u, Ю№и-и 代替 v， 则 得 (A.4.2) 式 ， 以 及 (A.4.3) 
A iE. ` 


6. 设 A 是 定义 在 Hilbert 空间 H 上 线性 微分 算 子 . 
令 -Tu 二 Au 一 f. PIERE LDT Uw, hy = {Аь,й). 
由 定理 А4141, Т 为 位 势 算 子 的 充 要 和 条件 是 
CAu hy = CAR LY 
这 正 是 微分 算 子 4 НЖЖ. Ш (А .4.2), Ф = 0, 7(0) 
=0, {1% 


J(u)= |, <DT(:tu),u>di = T Away — (f.u> 


它 就 是 了 的 位 势 CERAI HIPAA BE Р. 
例 7 考察 非 线 性 微分 方程 . 


Jaa + |gradu| = f 在 QQ 内 
x| = 0 r= Q 


令 了 ( = 2иАи 十 ]gradu| — f, WJ 
<D T(u)o,h> 一 <р Т(и)ћ,о> 


= 一 2f [huAv— uvAh + h(gradu,gradv) 
а 


— pv(gradu,gradh)ldxdy 
由 于 "| = A|. =0, Ë 


| huAvadxdy = -| овгай(ли)ахау 
о а 


对 于 | vpAhdxay 有 类 似 的 公式 . 故 
Q 


¿DT0(u)s,h> = (D Т(и)йоу. 
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所 以 了 工 是 位 势 算 子 ， 对 应 的 位 势 是 
J(u) =f (u|Au|? + fiwaxdy 
n 


$ A.5 НемыцкцйЖ + 


在 这 一 节 中 ， 我 们 将 讨论 一 类 重要 的 位 势 算 子 ， 
即 Немыцкцй AT .在 处 理 非 线性 积分 方程 以 及 非 线 性 边 值 问题 
中 ， 这 类 算 子 是 经 常 遇 到 的 . 
RER 的 区 域 ， 不 必 是 有 界 的 ，1ER. 函数 (хы): Q 
x R—R 称 为 满足 Caratheodory 条 件 ЖЖ: 
(1) g(x, 站 关于 1 是 连续 的 ,a.e 和 x e Q; 
(2) HFEA t, g0) 是 x( 在 QQ 上) 的 可 测 函 数 . 
设 X,Y 是 两 个 函数 空间 ，:YueEX, un 一 g(，,u)EY 确定 了 一 
个 义 一 Y 的 映射 : С(и)(х) = g(x,u), v xEQ, uEX, RIIS G 
Ж Немыцкцй 算 子 . 
EHAS] 设 g: Q xR 一 R 满足 假设 (1),， (2), p,q 
є[1,0). Ш G(u)(x) = g(x,u(x)) 定义 的 Немыцкцй ATHA: 
(1) 如 果 G: 1700) 1. (0). 则 G: L” (Q) — L° (Q) 是 连续 和 
有 界 的 ， 且 存在 一 个 函数 a(x)eL (О) 以 及 常数 上 > 0， 使 得 
|g(x,)| Sal) +6, r= p/q (A.5.1) 
(2) 如 果 g 满足 (A.5.1)， 则 G R: L (Q)— L° (Q) 的 映照 ， 
并 且 是 连续 和 有 界 的 . 
(3) 如 果 G Æ L’ (0), pel, o), >L” (OQ 的 映照 ， 则 存在 常 
ЖМ, Ж 
|g(x,)| < М, HER, ae. xen 
这 个 定理 的 证 明 见 [26] 
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因为 L”(Q),p > 1, HYRET), „жез. 能 够 


成 为 位 势 算 子 的 HeMrixxuih FEEF LO) 中 到 L'(Q) 的 

H, ， 这 里 9= ри (p 一 1)， 由 (A.5.1) 可 知 相 应 的 g(x,1) 满足 
ебаси, e= p= 1 

这 里 a(x)e L° (Q) 以 及 b > 0 是 常数 . 


我 科 将 要 证 本 “任何 一 不 面 工 "(Q) 到 二 (ay 的 
Hemu neni ИАА Е-Е АГАШ И (À АЛ) 


出 发 ， ,然后 证 明 7 是 ,Ereehet 可 微 且 对 于 нег (а), 
# гаа) Giu). Е 


定理 人 A.5.2 设 Немыцкцй ах в. L on EL па i | 
+; 一 = 1: 网 G а авай, TARRE 
м(ху оз 7 ` 
ш) = J(0) + | al кй © (А5. 52) 


ALJO ELO 中 是 连续 的 
证 由 定理 人 4.1 的 公式 Алан Ес 


| соь лет], ОЛУ — ue L” o 


ШШ <u, w> -j u(x)w(x)dx YueL’ (о), жєЕ" (Q). ) 从 而 根 
BE Fubiiti 定理 ， 交 换 积分 次 序 ， 得 | 


J(u) = J(0) + | af u(x)G (ш)(х)йх 
° а ` A IIS UT De А 
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= Д0) +] 4 Og (х td 
0 п 


DEEH V Dead S phi ра EL h erg едер аж Та 
ло 2] окном o: 
He aO E На 5 Пу 


аль е ж воа? 7 


ERNAS. DÈ. 


为 了 证 明了 是 Frechet п TAR ктай = 6 FIBRAE 
RU D) = Ди + p) —. J(u) CGD: 


“E е o) Jü) = F nais, sited 
注意 (A.5.3), ШК: .. рТ o oyy 
oms г y l ia gops Sow Ha B ү ш 
кил) = | (| Oct ` 
L U; 9 “ 70 : эз 


пас gooi 


I ` | ЕУ 
| el, et сиы а О 
| RG) = |, адаб) = кх Op 


-f dx[Gtu + ij 一 обаја) 


` К © = бињи) — G(u)y 
由 Hoelder RR, Ж|А(и,0)| < vl, GG жи) — GOO, 


X G Kh L "(9) 到 工 шуан, Ыы ШЕ уен, 


H 160и + то) — GO р 
从 而 R(u,o) = olol 


мо) 


РЕТТЕ (А. 5.2) 给 出 的 J 


是 Frechet 可 徽 ， 旦 gradvy = G. 证 此 . 
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§ A.6 32ə33 3 + fan ЕШ 


i РАЗ НЕ ЕҤ Phi ЛАИКА, ， 利 用 这 
种 关系 可 以 建立 一 类 单调 算 子 的 变 分 原理 . 

定义 A.6.1 设 关 <cX 是 非 空子 集 ЯТТ: К-х, 如果 
满足 O 
<T(u)— Т(р),и — v) > 0, Yuvek (A,6.1) 
则 称 T 为 天 上 的 单调 算 子 .如果 ` 

<Т(и)— Т(р),м — v) = 0=u = р, . 

则 称 T 为 严格 单调 算 子 . 如 果 存 在 一 个 正 函 数 (0), WES 1 一 
+o HF, (0> + о, В. | 

<Т(и)— Т(0),и — v) > а(и — v)u — vi pe 天 (А.6.2) 
Ж: T 是 强 单调 算 子 ， 其 中 小 .1 为 X 的 范 数 . 如 果 成 立 

«Ти,иу | 
ТЕТ {|| 

则 称 算 子 是 强制 的 . 

注意 ， 由 定义 易 知 ， 强 单调 算 子 一 定 是 强制 的 .另外 ， 这 
里 引出 的 单调 算 子 ， 强 制 的 概念 与 前 面 几 章 中 所 引出 的 概念 是 
一 致 和 的 ， 只 不 过 前 面 的 是 这 里 的 一 些 特殊 情况 而 已 . 

ENM А62 BZA f: KK R 满足 VY re[0,1], 

Гаи + A- Dx) S fü) + O Vu,vek 

ДС ГЕК Би; 如 果 当 zz#bp 时 ， 上 式 成 立 严 格 不 等 
号 ， 则 称 了 在 天 上 是 严格 四 的 ， | 

定理 A.6.1 设 天 cX 是 一 个 凸 集 ， f: К-КЕК 
上 Gateaux 可 微 ， 则 下 列 结论 是 等 价 的 : 

(1) /是 凸 的 (或 严格 凸 的 ); 

(2) Gradf 在 天 上 是 单调 的 (或 严格 单调 的 ); 

(3) YupeK, IÑI. 
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= + % (A.6.3) 


25 Grad f(u) w — u> < fo) f) ` . (A.6.4) 
CRH uA RUR ar A ES 》. 
证 (1) 一 (3): B293Zre[0,1], `Ж /(u + 0 u)) < fü) 
+ К/О) 一/(w))， 所 以 | | 
а + — ла < fO) — о) 
th (A.3.1) 和 (A.3.4) 立即 得 到 (AGAR. 
‚ (3) (2) ЖА. Ї : 
(2)— (1): Mu,vEK, 0 < t <.1, 有 
Ги) + (1 Afo) f(tu + (1 -Do 
= —t[f(u + (1 — )(e — u) — /(и)} 
(01-017 + 0и 0) – /0)} ` (А.6.5) 
利用 中 值 定 理 ， 有 f 
JG + (1 —)@— u)) — f(u) 
= (1 — ()XGrad f(u + т(1 — t)(v — u)),e— u> (A.6.6) 
Jo + tlu — 0) — ГО) = (<Grad /(0 + ot(u — 0)),и — 0) (A.6.7) 
其 中 0<t<1, 0 <ç <1.£$ 
u = u+ t(1 — !)(p — и); v, = p + gt(u — v) | ‚ (A.6.8) 
Mlo —и,=г(р—и), ЖФ =1—вг—1(1—0>1——(1 
—{)> 0. LÅ (А.6.6)(А.6.8) ЖА (А.6.5), ЖЕЖ Я Grad f 的 单 
调 性 ， 有 f 
tJ) + (1 HSO) ftu + (1 д0) 
= (1 — NGrad/f(v)— Grad /(u ),0 — и? 
= “1—9 (Grad/(p,) — Grad flu ), — и> 20 


从 而 三 是 凸 的 (严格 凸 证 法 类 似 ). 证 毕 , 
定理 A.6.2 ” 设 证 函 了 定义 在 凸 集 天 上 ， 则 


“EU 如 了 是 Gateaux ЭЖЕН, ШЕ TEE E ; 
0 яба wi SW ERPE . 
‚ ЖЕ (D Ви тенек у AE i босат ü 
<Gradf(u),u > > <Grad f (u),u) ASDA = 
т ти, уук) 2 ле аавд — u> = 0 
KEETE å GaN EUD GP ЛЫЙ Р АЗ 
(2) 设 Grad f 是 单调 的 , фа u ‚эш йй 
д, FEOT, < № = 19,69; E U лл А 
Su DESUN- SUNE U a on 
= (Grad/(z, + r, (u у, „и, = + Ди) 


=ч fü, +т, .“, -и D TORO pP RDE 


эзе севади yla, ти ду 
l + (Gradf(u t, =u; Y+ für.) 
> (Grad flu, )u,—u 2 + €G, 0. 


FFIR, 中 得， | А 

e рр таби, ›> fu) y: зат ад 

kul ES kipi O A 

定理 A.6.3 ЛЖ К ЕВ. Gateaux тий. F: 
LEENH, MER o 


` gs ` 


000 (Grad fiu + to— dho => ха, veK 
жг НЕЕ. ви 
证 $ 0ф(0 = гиа) = Гао ((— w). t e[0,1]. 
NA f ХЕ K ЖЫН. G- 可 微 ， 则 有 0D)= Gradf(u 于 fb 
=w), (о и), MEEN А 61 知 Grad/ #48. AM 0< s 


<1<1, 有 So LY sa ç боо 
CAO EE AO) — s) = (Grad flu 4 + i _ u) 
gup ут Өта4/ ш. + sor a syu) > 0 
пасажи. АТ д КЕ 
引 理 A.6.1 设 定义 在 1 K т / жо Gateaux 可 能 和 和 二 
的 ， 县 其 梯度 算 于 是 强制 | 的 ， Bp. 


а сущ 2- э» | тек еее 


则 / 在 K 上 处 处 具有 增长 性 大， да RLRE HAN 


ay о) Ka ua I мөс аз | 


= J Котак) Gad подай ока) 
HEHA бл, Ж” И 
а (Салы) безда | о 
а р CGradf(0),uy 
再 由 中 值 定理 ， 知 存在 Se 1b, 使 得， 


fu- /(0 25 1 стай (а) 2. t TO Е" 


CGrad/(su)su> 
Їзи ГЕ 


3 sut > Fal, жшн баатый. ,得 i foi. f 


ЕТ 
ШЕЕ. 


>< ошнои г} 


§ A.7 泛 函 的 极 值 问题 


ФУ АЛА 设 天 是 实 Banach 空间 X 中 开 集 ， 证 丽 /: К 
>R, u EK. FE u, 的 邻 域 Ulu, 8) = (и: Ки и, 1< 9, 使 


得 当 weU(u， б), Ж 
ш> и хан < G.) С АЛА) 
MIRRE ER f(u) ЖЕ и = zx。 处 达到 ( 局 部 ) 极 小 值 (相应 地 ,( 局 部 ) 


Ж ХІН ). 极 小 值 与 极 大 值 统称 为 极 值 . 
. 定理 A.7.1 设 天 =X, zu, 是 天 的 肉 点 ， 天 上 定义 的 泛 
Ж / и, 处 Gateaux 可 微 АЖ Ги, 处 取得 极 值 ， Мы, 
VÆ S AEA, HU Grad (и) = 0. 

šE. 任 取 EX， 考虑 ф(г) = /(0 + th), Ежи, 是 天 的 
内 点 ， 所 以 在 (= ОВЕ, санах. Хи, 
处 Gateaux 可 微 ， 有 gp 在 1=0 处 可 微 : 

do = 1ш“ 1e Su) -Dj в 


(=й 1—0 


ЫА | | 
由 定义 知 如 果 卫 在 ,处 取得 极 值 ， 则 wg 在 :=0 处 也 取得 极 


m, Ат 40) ”=0， 由 此 得 出 《Grad/(i,)h》 = 0. 
1=0 


又 由 大 的 任意 性 A Gradf(u,) = 0, ШЕ. 
定理 A.7.1 RATERS Eu 取得 极 值 的 必要 条 件 契 
Grad/(u,) = 0， 当 然 如 果 u едК, MRE КЇЛЇ, ЖИ 


论 一 般 不 再 成 立 . 
在 定理 A.1.4 及 定理 A.2.1 中 ， 已 经 给 НИ Н КАЕ 
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要 条 件 ， 下 面 进一步 讨论 这 个 问题 . 

”定理 A.7.2 设 X 是 自 反 的 Banach 空间 , 玉 cX 是 闭 凸 非 
空子 集 ， 设 /天 一 及 是 Gateaux T, Н Grad f ЮУ. 
果 

(D 天 是 有 界 的 . 

(2) Grad /(и) 99 h. . f 
则 集合 M = {ueK: /(и) < So) Noe К} 是 非 空 的 ， 凸 的 和 闭 
的 ， 且 ue€ M 的 充 要 条 件 是 | 

= <Gradf(u}vo— u) 20, vveKk (AT.2) 

由 定理 A.6.1， 定 理 A.6.2， 引 理 A.6.1 及 定理 A.2.2 可 
得 M 是 非 空 的 .构造 M = (ue K: f(u) < /00)), ML М ÆR 
的 、 上 的 . 所 以 它们 的 交集 也 是 闭 的 、 凸 的 . 

设 xe M， 由 极 值 条 件 和 /是 6G 一 可 微 ， 可 推出 (A.7.2) 
式 . 反 之 ， 如 果 (A.7.2) 式 成 立 ， 则 由 定理 A.6.1 推出 wem. 

定理 A.7.3” 设 天 为 山 集 ，f/: KORE nA, Шу 
在 天 上 取得 极 值 的 点 不 多 于 一 个 . 

证 ”如 不 然 ， 存 在 u,,u,EK， ЙЫШ и, #u, K flu) 


= /(u,) = inf[ f(u),u € К}. 由 天 的 凸 性 知 5 (и, tu,)eK, ЖП f 
是 严格 凸 的 ， 有 
SGU, + и„))< fü) + Ljun = inff f(u) ,ue K) 


由 此 得 出 矛盾 .证 毕 . 

定理 A.7.4 VEX 是 自 反 的 Banach 空间 Т: X— X” 是 位 
BAT, Н S. ink /满足 

(D Ла) lul оо, Slul, — оов — А sr; 

(2) /在 X 上 弱 下 半 连 续 . 
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сех 算 子 方程 T(u) = с рн ae x: тоз 

АЙЕ, AEDA ply) Ки) = <£ uy; Mae X; 出 Grädo(lu) 
= бі) nF Flu) ë, М: o BJ Wb e Е T Л TG) 
= 0. h (1) 知 对 于 充分 大 的 lul, Ж 

plu) = f(u) – «иу > thud, — 111, 1205, 

| = (1(и) — 141, Duly, 这 里 当 ii эюм, Ж (и) 
Do o RANER “Yan Ohio вда те Ета 
理 A.21 知 9 存在 极 小 值 . 证 毕 ， 

定理 A.7.5 Ë X E. B E y Banach 空间 ， T: XX 是 位 
SAT, pi 

(у ЗЕ, H 


和 一 + оо, ааш, (зона; 


0). ТАЖАЙТ. Б я Е 
则 Yeex, T) = “在 又 中 至 少 有 一 个 解 、 зз 

此 外 ， 如 将 O) 改 为 : 了 是 严格 音调 的 ， 则 有 -Vee тш) 
= EE Xh MRR. 

-证 我们 证 明 由 本 定理 的 条 件 (1), (2), 可 推出 定理 A.7.4. 
的 条 件 , 从 而 可 应 用 定理 A.7.4. | Е 

(1) RS ARBAT T К, h (А.4.2) ЖЖ f (u) 


= 0) + |, x Т(ви),ш}45. IB (ы) = ТишЎ Z Bl й, ， 则 对 充分 大 
的 luls， 有 i 


дё /0 0 | 
PIF р ИГИ |» hlsu о> 9 N “к тада 


由 中 值 定理 知 存在 вє(&.1), .使 得 Т: 
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Роў у FO 
и ш, 


十 二 И; 


жй езү йы. аяте» н ч July ж, (ви) 


一 о, 从 而 当 ht, 一 © о. .有 ТЕ + TA 25 КН 


(2) 由 定理 A.6.2 й 7 的 单调 性 可 得 其 位 过 f ENF E 

而 定理 的 最 后 一 部 分 可 由 严格 单调 钳子 了 的 定义 <Tu 
— Tu,u — u> = O=u = fH. 证 毕 . ` 

ЕНТ АИИ TRINKE | 

下 面 考虑 ， 如 果 是 位 势 算 子 的 零点 ， 即 Tu = 0, 
ји 必然 是 位 势 WER, M Gradf(u)= 0. 但 三 是 否 在 x 处 
取得 极 值 呢 ? ЕК 

定理 A.7.6 . хох, НШ: X 
一 及 .如果 了 是 单调 的 ; к Е 

а po 0 Милек. 


WETIRE, Жиех, 使 得 ru-0 ЧАЛУ 
与 极 小 值 问 题 ， 求 weX， 使 得 /一 int fo © ATA) 
是 等 价 的 . | 


证 只 须 证 明 ( (A. 7. 3)=(A. 7. 4). 由 于 ШҮҮ ШЕ 

理 A.6.1 ЦА ， | ато 
/@ф)— Ге) > CGradf (Dw а) = 0 Мех һи 

й (и) = inf f(w). 证 毕 . 
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АЗ 单调 算 子 


前 面 已 经 讨论 过 自 反 的 Banach 空间 中 位 势 型 单调 算 子 的 性 
质 ， 现 在 讨论 更 为 一 般 的 单调 算 子 . 

引 理 A.81 设 X 是 Banach 21], K c X 是 一 个 凸 集 . 工 
FT: K 一 X’ 是 单调 的 和 HH - EEN. 则 对 任 一 В u eK 
和 f ех’ 下 列 结论 是 等 价 的 : 

(1) «Ти — f "0 —u, >> 0, 六 be 天 

(2) CTo— fw—u,)>0, Yovek 

证 (1) (2): 由 于 了 是 单调 的 ， 故 

《Tb 一 Tu *— u, 2 = XT — fp u 2 

一 《Tv ， – fr— u >> 0.. 
从 而 
«То f wu у> «Ти, 一 大 一 4 20 

(2)— (1): Y we K, te[0,11, ], 由 于 天 为 凸 集 ， я v= іи. + (1 
— I) we K, {88 0-и, = (1 — t)(w — и), 由 (2) | 

(T(G +0 w) fl ~ 0) >O, YYwek 
所 以 | 

¿<T(tu „+ (1— Nw)- 7, w — и, 2 0, уме К 
HITEH- ER, Gio, WORY EE. 

定理 A.8.1 ИХ 自 反 的 Barach 空间 . f T J X ХҮ 的 
单调 算 子 HLEH- 连续 和 强制 的 ， 则 六 Лех 至 少 有 一 
Фи eX, ÈA Ти = f. 

证 ”对 任 一 周 定 的 AsX'， 由 于 了 是 强制 的 ， 故 存在 
> 0， 使 得 

<Tu— f,u>> 0 МиєХ, |lul 2 r 
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ФА = (Fc X: dim(F) < о}, BH X 中 所 有 有 限 维 子 空间 组 
成 的 集合 . Ë 
YFeA， 由 于 F 是 有 限 维 的 ， 把 了 和 罩 作 是 FF ЫШТ. f 
ЖЕ 上 的 线性 泛 函 . 这 时 工 仍 然 是 强制 的 ，H - ЕМИ 
0. ТАЕР БЕЕН .而且 有 
《Tu 一 fu >0 YueX, |і > о 
由 定理 $.4.1， 可 知 至 少 有 一 个 zx EF, lu U< r, 
| 《Tu wp>=《 /Fr》 YreF 
对 任意 F,eA, fE 
U, ={u,.: FoF,, FeA}, B={U 


F 
o 


: F EA} 


r 


那么 ,Yn>0, U, €B, i= 12 n. H F eA Юй, WEH, 
1 


ce 人， 使 得 UVF, cH, TR, 仍然 是 有 限 维 的 ， 所 以 Uw жо. 
«Ти p8) = 《1,0> YveH, 
当然 有 | | 
<Tu en = < f v> Vos F, i= 1,2, n. 


BuU, i=12, HOU, с ñu, ， 即 集合 族 具 有 
限 交 性 质 : | | 
YFeA, О, с 500,7) = [ueX,lul < г}. 

由 于 X 是 自 反 的 Banach 2], 500,7) ENKA, Т4 

и eX, Efu e)ur, ЖШ О”, и, BRAE, M 
Fah 

u 属于 任意 U, 的 弱 闭 包 .YFe4. 设 weU,, u, >u (38), 
而 (Tu ›у= Sw), VeeF, МИТ | 
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«Тили E Ги onh aa 1,2362 1 
«Ти, 一 六 xz -и у> 0 VueF Б 
| НЗ АЗА, 有 2 
бе тираи, >>0 “Yuer 
&пә=, Ж CTu~ и-и, >>0 Vuer., | 
由 于 是 任意 的 ,. 故 有 | Е 
(ти fa u, >> 0 Маер, АЧ 
AAY vex, [ol c A, (Ти у, о-и ‚2 > 0. 再 利用 引 
HABLA, | | и 
` «ти, Juu, ухо. Мих. 
КӨТ, = ЛЕ. | 
-推论 A.8.1 ЖТ Banach 空间 上 严格 单调 算 子 ， a H) Tu 
=y. Y fex’ 的 解 是 唯一 у. 
推论 A.8.2 BRKI Banach 空间 X + Н – Мн ДЫЙ 
пттехях ван | 
定义 A.8.1 设 了 是 自 反 的 Banach 空间 X 到 х/ 
F, lu le X Ни, karaca Я 
lim «Ти, = Тим, — ш) =.0. 


TR u, >u, ШТУ X — X 的 拟 单调 算 子 . ют 
定理 A.8.2 . B X: ЖН ДУ B: Banach 空间 , AT TEX 
>X HD- 355. ЖЕЙТ, НЕХ НЛ K 中 
的 有 界 集 ， 如 果 工 是 拟 单调 算 子 ， 那么 算 于 方程 _ 
”Tu=/ MSEX. Е 
жх ЕН. O К О 
证 设 7ex'。 由 了 的 强制 性 ， 存在 r> о, ШЙ уаз 


«а-у: ше Хуф r 

{Фф YM = 1,2, ЖХ маная, ОЕ, 为 Te, = 1,2, өл) 
RH п 维 子 空间 .而 A {Р л = 1,2, вену 
SME, D- ERSA- 连续 的 等 价 性 以 及 — l. 
АЕ K СМЕ аи Nuer, ul> r. Q 
ШЕ F. 使 得 Ке 
«Ти, „= „СР? vrek, 27 Е 


цы, 1% r, ЫЕ ТЫ ute lu pi 


PF л СА }, свити èx, S-AN fin ЖИЛЕ. 
从 而 ти. Веян: Е ЗЫ RR pr i 
Tu Fu piai’ э= Ti э ат, йу” 
б< Tú. Жы ajj: 2% ` В Aaf WR 


Bi si R Ж Сти! PRESAT L. Am 
АХ. < x, „Мт жп, Jim¥, KA. HR ЫЕ КЫТ 


k'a >; W МЕА 


lim «Ти „зу = </ ру VeeX 


т-а 


ERER lim (Тиш у= (fu „у. 


另 一 方面 № Tu u у= (fu > 3 
lim «Ти u >= <f.u >. | 


m 
m +. 


因而 lim (Ти, 一 Tau — u, >= 0. 


由 了 的 拟 单调 性 ШЇ Ни ~ .又 因为 了 是 次 连续 的 ， 可 
Ж Tu — Ти ( 弱 ). 从 而 出 


ye mn rt re e 


“ao 


lim CTwu v) = < fw) VYveX 


得 «Ти 0) = Cf ,0) WYvexXx 
从 而 Tw， = Л}. 

定理 A.8.3 TES AS? 条 件 .如 果 Tu = / ШЙ 
是 唯一 的 ， 则 由 定理 A.8.2 中 的 所 构造 的 有 限 维 道 近 序列 fu 1 
ЖЕСТ и. | 

证 用 反 证 法 .如 {wu.} 不 是 整体 收 但 于 解 w,， 则 存在 :。 
>0 Ru, R lu, -u l>e, Ч о P. XI и, 1< А. 
AIEE Ska) FEP] и, Mu, >u (3). 和 定理 A.8.3 证 
明 一 样 ， 必 有 Tu =fHu жи, МЕУР. WEE. 

定理 A.8.4 设 了 是 可 分 的 自 反 的 Banach 空间 X 一 X 的 
强 单调 算 子 HJH 连续 的 . 则 方程 Tu = f fy fi E Eu ЙЕ 
Уза РСА. 

证 ”应 用 推论 A.8.2 和 定理 A.8.3 即 可 得 .证 毕 . 


— 500— 


附录 B ” 紧 算 子 的 Riesz-Schauder 理 论 


很 多 算 子 均 可 表示 成 为 一 个 己 等 算 子 和 一 个 紧 算 子 之 和 ， 
所 谓 从 线性 赋 范 空间 X 到 线性 赋 范 空间 YY 的 线性 算 了 工 是 紧 
的 ， 当 卫 仅 当 对 任何 有 界 序列 {x ,上 < X， 它 的 象 序列 {Tx 1 
CY 有 收敛 子 序列 ， 

SIE ВІ 线性 紧 算 子 一 定 是 连续 算 子 . 

值得 注意 的 是 ， 如 果 了 是非 线性 的 ， 那 么 紧 的 不 一 定 是 连 
续 的 ， 由 此 ， 引 入 了 全 连续 算 子 ， 即 如 果 算 子 T: X 一 Y 是 紧 
的 和 连续 的 ， 则 称 了 为 全 连续 算 子 ， 

定理 B.1 БХ, Y, Z 是 三 个 赋 范 向 总 空间 Т: X>Y 是 
线性 和 紧 的 S: Y 一 乙 是 线性 和 连续 的 ЛА ЗТ: X — Z 是 紧 
的 .如 采 R: Z— X 是 线性 和 连续 的 ЖАТК. Z—Y АЖА. 

设 T: 和 一 X 是 线性 有 界 算 子 ， 如 采 复 数 4 使 得 47 一 了 
在 X 上 有 有 界 道 ， 那 么 称 4 为 正则 值 .而 复 平面 上 工 的 所 有 下 
则 值 的 补 集 ， 称 为 了 的 谱 ， 

对 于 复数 4， 如 存在 一 个 非 零 元 素 xEX， 使 得 Tx = ¿x, 
则 称 2 为 工 的 特征 值 .而 使 得 Tx = 2х 成 立 的 非 零 元 素 的 全 体 ， 
称 为 对 应 于 特征 值 1 的 特征 向 量 . 

由 于 是 正则 值 的 必要 条 件 是 ， 和 好 一 了 是 双 射 的 . 而 如 果 1: 
是 一 个 特征 值 WA 17 一 了 就 不 是 一 对 一 的 ， 故 特征 值 必定 属 
于 谱 . 

引 理 B.2 Ши 是 线性 算 了 了 的 两 个 不 同 的 特征 值 Ж 
么 它们 对 应 的 特征 函数 是 线性 独立 的 . 

我 们 知道 ， 算 子 T; X 一 Y 的 零 空间 和 值 空间 定义 为 

N(T)= (xeX: Tx= 0}, R(T)= {yeY: y= Tx,V-x€X) 

51 B.3 Е T Æ Banach 空间 X 一 Y 的 线性 紧 算 子 ， 那 


A NT- И) Ж X ЙЫН ВАЕН ЕТ EN; RT- AD X f 
АЕТ: по олу 
` B| ZË B.4 ШОЛ 是 所 有 非 负 整数 тах навр 
+£, Ж (Өм, = N((T = иу ужаш таи, JR 
FEARREN y 使 得 7 | 
l N EN] N; AN a E ETES] 
N =N... ` n 2.7 — 


О) R =R((T. — 2 уятюветей, 并且 存在 一 个 


EDEN д, 使 得 : СА 
R, >R, oR к ү, 


п+1? 


ЕГ мокла 
к, =R Изи МОО. М b; E a 


| adt 


Ko) 开 述 非 负 正 整数 万 заны. “ 设 它 们 的 ДАЙН ғ 
= 只 = .如果 久 是 人 的 特征 值 ， Жу A A M Riesz В, 记 
为 1 = {езт index(2) 

定理 B.2 атах ант, 那么 

0) X= N((T =D" )® А(Т— 107), 21 

Q) I N = N(T=—-2D),. R = R(T=- А) ›) MA N, R; 
是 工 的 左 不 变 子 空间 ; T(N, EN, TRYER: | 

BT- AIER, LEARY, BRZ, fT- -AT # R, + 
的 限制 (T - АЙ|,„ втра. 特别 是 = OW, Т- мех 
ARE. 

由 此 可 知 ， 当 ЖЕР T т-их йн 
RA: mE 1 是 了 的 特征 值 WAFER, LABI Ë. 


定理 B.3” 设 7 了 是 X 上 线性 紧 算 子 ，S,(7) 为 了 的 谱 值 . 


(mj L 
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设 1 是 某 个 特征 值 РАЗГ ЖЕ л 主 的 限制 Г RH 
ТИЕН А, ШР TER 上 的 限制 Tir HE ¿z 
外 , 了 在 X 上 所 有 的 特征 值 . 即 | i 
S ‚(тї Өе Ай, с: ‚Ст, „= ТУМА 
жава :投了 7 是 允 上 线性 紧 算 子 . WE 73 ыз 
(1) S (Т) 要 么 是 有 限 集 ， 要 么 是 以 零 为 聚 点 的 可 数 集 ; ” 
(2) 如 果 了 在 X 土 不 可 道 , 则 0eS AT) 
(3) S (中 任何 一 个 非 震 点 ,- 必 是 特征 值 : : 
BEA E T RER BA NT АТУ А EEEN 
m N (CT АГ) А HREN, , REHA 为 4 
ÉS Riesz {Н.О PAR. aaa i ©. 
m, = dim(N, ) 称 为 ;的 代数 重 数 : Е а 
mdim{N) 称 为 ?的 几何 重 数 ; Hm эт; оз 
етт ,为 Fredholm 指 标 ， i 
“定理 B.5 пгах кавй, WA 
O) WRA A,A, 为 了 的 天 个 不 同 特征 值 ， 则 
N МОГА ' 心 ) 是 闭 的 有 限 维 子 空 间 ， H 
. рҮ? TN jn} F Уи 
Q) x= УӘ NB“ Ng м, amai Ex 的 
ХЕР], АТОМ) = М. 
(3) 算 子 了 在 有 限 维 子 空间 - 
у= му Э N ax Š "° Ө М аю 


上 的 限制 ， 只 要 适当 地 选择 Y 的 基 ， RIMAT "7 Jordan Е 
ИЖ БАЖ. : 
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定理 B.6 JR T jk X- X #JEATE T, ЖАННИ 
T`: X’-X’ 也 是 线性 紧 算 子 . 
定理 B.7 Miec 
dim(N(T — А7) = dim(N(T А) 
而 三: X X EIRT, Ж А,В 分 别 是 X 和 X' 非 空子 
集 . 记 
А = [x eX“: (xx У=0, Мхє4} 
+в =.{xeX: (хх y=0, Xx єв} 
KAT, 1B 分 别 为 4,8 的 零 化 子 (annihilaton , 
引 理 B.5 42, TB, 分 别 是 X’ 和 X 的 闭 线性 子 空间 
31 B6 ” 算 子 T 和 了 ”有 相同 的 非 零 特征 值 ， 以 及 对 同 
一 个 特征 值 有 相同 的 特征 向 量 . 
定理 B.8 (Fredholm 两 择 性 定理 ) Х 是 线性 赋 范 空间 ， 
考察 方程 


Tx—¿x=f EXE (B.1) 
和 | 
T'y -4y =g" EXE (B.2) 
那么 成 立 下 列 两 个 结论 之 一 : 


(1) 要 么 ， 对 任何 feX Ag eX ， 方 程 (B.1) 和 (B.2) 分 
别 存在 唯一 解 . | 
(2) 82 3FW 3 
Tx — Ах = 0 | (B.3) 
和 
T`y`— iy = (B.4) 
-分 别 有 有 有 限 个 相同 数目 的 线性 独立 的 解 ， 这 时 对 应 的 非 齐 次 方 
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32 (B.1) 和 (B.2) 有 解 的 充 要 条 件 是 
Je+NGT” — I), g`eN(T- ¿DL 
注意 ， 这 个 定理 的 部 分 内 容 也 可 表示 为 
(Т-А) = TN(T ` АГ) 
M R(T-AD= {хєХ: 《zx у= 0, Yx’ eN(T` А) 
R(T’ -Al )= NT- А 
R(T? -A )= (x eX": (хх °y=0, YxeN(T— АП} 
我 们 知道 ЕХ 上 线性 算 子 Р 是 投影 算 子 的 充 要 条 件 
EP! =P 
引 理 B.7 设 ? 是 X 上 的 投影 算 子 , 0 = 1I- P， 那 么 
(1) 0 也 是 X 上 的 投影 算 子 ; 
(2) R(P)= [xeX, Px = х}; 
(3) А(р) = М(О); 
(4) X = R(P)@ R(Q); 
(5) 如 果 已 是 有 界 的 ЯА RCP) 和 RCO) ЖЕНИ: 
定理 B.9 VX Ë Banach 211], М, 为 X 的 两 个 闭 子 
空间 , X= MB N， 那 么 存在 唯一 的 投影 算 子 ?， 使 得 
` R(P)= M, R(0)=N, 09 =I— P 
定理 B.10 设 T 是 Banach 空间 X 上 线性 紧 算 子 , ieC 
那么 存在 唯一 的 投影 算 子 2， 使 得 = 了 7 一 P 
R(P)= N((T — ¿p'2), R(0)= К(Т- 50'°). 
同时 , YxeX, 有 
TPx = РТх, TOx = OTx 
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